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I n f e r e n c e i n M a r k o v C h a i n s H a v i n g S t o c h a s t i c E n t r y a n d E x i t 

G E O R G E T . DUNCAN a n d L I Z B I E G . L I N 

A m o d e l s u i t a b l e f o r s t a t i s t i c a l i n f e r e n c e i n M a r k o v c h a i n s 

i s c o n s i d e r e d f e a t u r i n g P o i s s o n e n t r y a n d a b s o r b i n g s t a t e e x i t . M a x i m u m 

l i k e l i h o o d e s t i m a t e s a r e o b t a i n e d a n d l i k e l i h o o d r a t i o t e s t s d e r i v e d . 

N e c e s s a r y a s y m p t o t i c t h e o r y i s d e v e l o p e d . F o r e c a s t e d o c c u p a n c y c o u n t s 

a r e p r e s e n t e d . A n a p p l i c a t i o n i s made t o t h e d i s t r i b u t i o n o f N i n t h F e d ­

e r a l R e s e r v e D i s t r i c t m e m b e r b a n k s w i t h r e s p e c t t o t h e r a t i o o f f a r m l o a n s 

t o t o t a l l o a n s . P r e d i c t i o n s g i v e n b y t h e m o d e l a r e e x a m i n e d f o r g o o d n e s s 

o f f i t a n d a r e f o u n d t o b e a d e q u a t e . 

1 . I N T R O D U C T I O N 

C o n s i d e r a b l e i n t e r e s t h a s b e e n e x p r e s s e d c o n c e r n i n g a p p r o p r i a t e 

s t a t i s t i c a l m e t h o d s f o r t r e a t i n g e n t r y a n d e x i t p r o b l e m s i n a M a r k o v c h a i n . 

N e v e r t h e l e s s , t h e f a c t t h a t a v a r i a b l e n u m b e r o f e n t i t i e s a r e u n d e r o b s e r ­

v a t i o n o v e r t h e s e v e r a l t i m e p e r i o d s i s o f t e n i g n o r e d . B u t C o n n e m a n a n d 

H a r r i n g t o n [ 3 ] a r g u e e f f e c t i v e l y , i n t h e c o n t e x t o f d y n a m i c a n a l y s i s i n 

a g r i c u l t u r a l e c o n o m i c s , t h a t g r e a t e r a t t e n t i o n s h o u l d b e p a i d t o t h e p r o b ­

l e m s o f e x i t a n d e n t r y . A w a y o f h a n d l i n g e n t r y a n d e x i t i s s u g g e s t e d b y 

A d e l m a n [ 1 ] : 

" T h e r e i s , h o w e v e r , o n e m o d i f i c a t i o n w h i c h m u s t b e m a d e i n t h e 

M a r k o v p r o c e s s b e f o r e we c a n u s e i t p r o f i t a b l y i n o u r w o r k - we m u s t p r o ­

v i d e f o r e n t r y i n t o a n d d e p a r t u r e f r o m t h e i n d u s t r y . T o d o t h i s , we a d d 

t o o u r m s i z e c l a s s e s a l a r g e a d d i t i o n a l g r o u p w h i c h a c t s a s a r e s e r v o i r 

o f p o t e n t i a l e n t r a n t s i n t o t h e s y s t e m . We t h e n a s s i g n a s t h e p r o b a b i l i t y 

o f m o v i n g f r o m t h e z e r o t h g r o u p t o , s a y , t h e j t h g r o u p a v a l u e j u s t s u f f i ­

c i e n t t o m a k e t h e a v e r a g e n u m b e r o f f i r m s e n t e r i n g t h e J c l a s s p e r y e a r 
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c o r r e s p o n d t o t h e a c t u a l n u m b e r o f n e w f i r m s s t a r t e d a n n u a l l y i n t h e 

a p p r o p r i a t e s i z e r a n g e . S i m i l a r l y , t h e f a i l u r e o f a f i r m w i l l b e r e p r e ­

s e n t e d a s a m o v e m e n t i n t o t h e z e r o t h c l a s s . " 

I t i s d i f f i c u l t t o s e e h o w t h i s a p p r o a c h w i l l m a i n t a i n t h e 

a p p r o p r i a t e m e a n r a t e o f e n t r y i n t o t h e v a r i o u s s t a t e s . N e v e r t h e l e s s 

t h i s m e t h o d i s c o m m o n , a s i s i l l u s t r a t e d b y H a l l b e r g [5 ] : " T h e f i f t h 

s t a t e w a s u t i l i z e d t o r e p r e s e n t a p o o l f r o m w h i c h e n t r a n t s m a y come a n d 

t o w h i c h e x a n t s may g o . " T h e b a s i c m e t h o d o l o g i c a l d i f f i c u l t y w i t h t h i s 

a p p r o a c h i s t h e f a c t t h a t t h e n u m b e r o f e n t i t i e s i n t h i s r e s e r v o i r s t a t e 

c a n n e v e r b e k n o w n . A s r e c o g n i z e d i n [ l ] : 

" T h e a b o v e d e f i n i t i o n o f p , h o w e v e r , s t i l l l e a v e s t h e p r o b -

a b i l i t i e s p ^ a r b i t r a r y . F o r , s i n c e , b y t h e v e r y n a t u r e o f t h e c a s e , n o 

d a t a o n t h e n u m b e r o f b u s i n e s s e s r e t a i n i n g t h e s t a t u s o f p o t e n t i a l e n t r a n t s 

c o u l d b e c o l l e c t e d , a ^ c o u l d n o t b e e v a l u a t e d e m p i r i c a l l y . T h i s d e f i ­

c i e n c y w a s r e m e d i e d b y a s s u m i n g t h a t E . Q&Q* = 1 0 0 , 0 0 0 . " 

We p r o p o s e a m o d e l w h i c h a v o i d s t h i s d i f f i c u l t y a n d a r t i c u l a t e s 

w e l l w i t h t h e w o r k o f A n d e r s o n a n d G o o d m a n [2 ] . I n o u r m o d e l e n t r y i s 

d e s c r i b e d b y a P o i s s o n d i s t r i b u t i o n a n d e x i t b y t h e u s e o f a n a b s o r b i n g 

s t a t e . T h e m o d e l s t u d i e d b y L e y s i e f f e r [9] p r o v i d e s f o r a P o i s s o n e n t r y 

i n t o a s i n g l e s t a t e a n d a n e x i t w h i c h o c c u r s i n d e p e n d e n t l y o f t h e s t a t e 

p r e s e n t l y o c c u p i e d . I t w i l l b e p o i n t e d o u t t h a t t h i s f o r m o f e n t r y c a n 

b e made e q u i v a l e n t t o a P o i s s o n e n t r y i n t o e a c h o f t h e s t a t e s o f t h e c h a i n . 

I n m a n y c a s e s , h o w e v e r , i t w i l l b e u s e f u l t o h a v e t h e p r o b a b i l i t y o f e x i t 

d e p e n d e n t o n t h e s t a t e p r e s e n t l y o c c u p i e d . T h e m o d e l o f S e c t i o n 2 p r o v i d e s 

f o r t h i s b y u s i n g a n a b s o r b i n g s t a t e a s a n e x i t . M e t h o d s o f s t a t i s t i c a l 

i n f e r e n c e a r e c o n s i d e r e d f o r a n a b s o r b i n g s t a t e m o d e l , a c a s e w h i c h w a s 

n o t d e v e l o p e d i n [2 ] . T h e i m p l i c a t i o n s o f a P o i s s o n m o d e l f o r t h e d e s c r i p ­

t i o n o f t h e a r r i v a l o f new e n t i t i e s i n t h e s y s t e m i s e x p l o r e d . M a x i m u m 



l i k e l i h o o d e s t i m a t e s a r e o b t a i n e d i n S e c t i o n 3 . N e c e s s a r y a s y m p t o t i c 

t h e o r y i s d e v e l o p e d i n S e c t i o n h. V a r i o u s i n t e r e s t i n g l i k e l i h o o d r a t i o 

t e s t s a r e d e r i v e d i n S e c t i o n 5-

T h e p r o b l e m o f f o r e c a s t i n g t h e o c c u p a n c y c o u n t s i n t h e v a r i o u s 

s t a t e s i s t a k e n u p i n S e c t i o n 6. A f o r m u l a f o r t h e e x p e c t e d o c c u p a n c y 

c o u n t s a t e a c h t i m e t i s g i v e n a n d a l i m i t i n g r e s u l t o b t a i n e d . 

A n e m p i r i c a l e x a m p l e i s p r e s e n t e d i n S e c t i o n 7 w h i c h i s c o n ­

c e r n e d w i t h t h e d i s t r i b u t i o n o f N i n t h F e d e r a l R e s e r v e D i s t r i c t m e m b e r 

b a n k s i n t e r m s o f t h e i r r a t i o s o f f a r m l o a n s t o t o t a l l o a n s . T h e d a t a 

w e r e t a k e n f r o m D e c e m b e r C a l l R e p o r t s s u b m i t t e d b y e a c h b a n k d u r i n g t h e 

t i m e p e r i o d 195^-1969- T h e p o s s i b l e l o a n r a t i o s a r e c a t e g o r i z e d s o t h a t 

f i v e l o a n r a t i o s t a t e s a n d a n a b s o r b i n g s t a t e c o n s t i t u t e t h e s t a t e s o f 

t h e M a r k o v c h a i n . 

2 . T H E MODEL 

T h e c h a i n i s o b s e r v e d a t f i x e d t i m e s , t = 0 , 1 , . . . , T , a s a r a n d o m 

n u m b e r o f e n t i t i e s m o v e i n d e p e n d e n t l y o f o n e a n o t h e r t h r o u g h s t a t e s l a b e l e d 

i = 0 , 1 , . . . , m . T h e r a n d o m n e s s i n t h e n u m b e r o f e n t i t i e s w i l l b e d u e t o t w o 

f a c t o r s : o n e , t h e e n t i t i e s may h a v e e n t e r e d t h e s y s t e m a t d i f f e r e n t t i m e s , 

a n d , t w o , t h e r e i s t h e p o s s i b i l i t y i n e a c h t i m e p e r i o d o f a n e n t i t y l e a v i n g 

t h e s y s t e m . We f i r s t c o n s i d e r t h e p r o b a b i l i s t i c b e h a v i o r o f a n e n t i t y w h i c h 

i s p r e s e n t l y i n t h e s y s t e m a n d t h e n l a t e r c o n s i d e r h o w i t g o t t h e r e . 

I n i t i a l l y , e a c h o f t h e e n t i t i e s i s a s s u m e d t o m a k e t r a n s i t i o n s b e t w e e n s t a t e s 

a c c o r d i n g t o t h e same p r o b a b i l i t y l a w . We d e s i g n a t e s t a t e s l , . . . , m a s t h e 

a c t i v e p o r t i o n o f t h e s y s t e m u n d e r c o n s i d e r a t i o n . S t a t e 0 i s t h e n o u t s i d e 

t h e a c t i v e p o r t i o n o f t h e s y s t e m a n d a m o v e m e n t t o t h i s s t a t e w i l l i n d i c a t e 

a n e x i t f r o m t h i s a c t i v e p o r t i o n . We t r e a t s t a t e 0 a s a b s o r b i n g , i . e . , 

o n c e a n e n t i t y h a s l e f t t h e s e t o f s t a t e s l , . . . , m i t h a s z e r o p r o b a b i l i t y 

o f e v e r r e t u r n i n g . 
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T h e s a m p l e s p a c e o f a s i n g l e e n t i t y h a s a s e l e m e n t s a v e c t o r 

s p e c i f y i n g t h e t i m e t h a t t h e e n t i t y e n t e r e d t h e s y s t e m i n o n e o f t h e 

s t a t e s l , . . . , m , t h e s t a t e i n i t i a l l y o c c u p i e d a n d t h e s e q u e n c e o f s t a t e s 

s u b s e q u e n t l y o c c u p i e d . We s h a l l c a l l t h e t i m e o f e n t r y , t * , a n d t h e 

s e q u e n c e o f s t a t e s ( i ( t * ) , . . . , i ( T ) ) . E n t r y a t t h e t i m e t * = 0 i s 

e q u i v a l e n t t o b e i n g i n i t i a l l y i n t h e c h a i n . 

T h e s i t u a t i o n c a n b e d e s c r i b e d a s f o l l o w s : f i r s t o n e o f T + l 

s p a c e s , S ^ # , t * = 0 , 1 , . . . , T , i s s e l e c t e d . T h e p o i n t s i n t h e s p a c e S ^ 

w i l l b e v e c t o r s o f d i m e n s i o n T - t * + l w i t h f i r s t c o o r d i n a t e i ( t * ) , o n e 

p o i n t c o r r e s p o n d i n g t o e a c h o f t h e p o s s i b l e h i s t o r i e s a n e n t i t y may 

h a v e . S i n c e a n e n t i t y m a y e n t e r t h e a b s o r b i n g s t a t e a t a n y o f t h e 

t i m e s t * + l , t * + 2 , . . . , T o r may n o t b e a b s o r b e d a t a l l , t h e n u m b e r o f 

p o i n t s i n t h e s p a c e i s 

2 T - t * + l m ( l - m T ~ t * + 1 

m+m +. . . +m = • 
1-m 

T h u s , t h e t o t a l n u m b e r o f h i s t o r i e s t h a t a n e n t i t y m i g h t h a v e i s 

T T - t * + l x 

I 1 = J L ( T + 1 J L ( l . m T + l ) } 

t*=o 

m f m , T + l , . „ , , 
= m ^ l ta ( m - ^ - ^ • 

N o t e t h a t we h a v e o m i t t e d a f i n i t e n u m b e r o f h i s t o r i e s w h i c h w o u l d o t h e r ­

w i s e h a v e a p r i o r i p r o b a b i l i t y z e r o . 

We d e f i n e a r a n d o m v a r i a b l e , X ( t ) , o n t h e s a m p l e s p a c e o f a n 

e n t i t y s u c h t h a t X ( t ) = i w h e n t h e e n t i t y o c c u p i e s s t a t e i a t t i m e t . 

L e t t h e ( n o n s t a t i o n a r y ) t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s b e d e n o t e d b y 

P i J ( t ) = P ( X ( t ) = j | x ( t - l ) = i ) . ( 2 . 1 ) 

T h e c h a i n i s s a i d t o h a v e s t a t i o n a r y o r c o n s t a n t t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s 

i f P i j ^ = p i j f o r t = 1 > - - - ' T - S i n c e s t a t e 0 i s t a k e n t o b e a b s o r b i n g 

we h a v e 

p Q 0 ( t ) = 1 a n d p Q J ( t ) = 0 t - 1 , . . . , T ; J - 1 m . ( 2 . 2 ) 
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I n g e n e r a l , g i v e n t h a t t h e t i m e o f e n t r y , t * , a n d s t a t e o f 

e n t r y , i ( t * ) , a r e f i x e d , t h e s e q u e n c e o f s t a t e s ( i ( t * ) , . . . , i ( T ) ) h a s 

p r o b a b i l i t y p ^ ^ ^ i ( T ) ' ^ e c ^ a ^ n n a s c o n s " t a n t t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s a n d i s o f f i r s t o r d e r , t h e s e q u e n c e o f s t a t e s ( i ( t * ) , . . . , i ( T ) ) 

h a s p r o b a b i l i t y P i ( t # ) i ( t « + 1 ) • • , p i ( T - l ) i ( T ) ' ^ N o t e t h a t i f S O m e 

i ( t ) = 0 , t > t * , t h e n a l l s u b s e q u e n t i ( t ' ) , t ' = t + l , . . . , T , a r e a l s o z e r o . ) 

We h a v e t h e r a n d o m o c c u p a n c y c o u n t s n ^ ( t ) , d e n o t i n g t h e n u m b e r 

o f e n t i t i e s o c c u p y i n g t h e i ^ * 1 s t a t e a t t i m e t . T h u s , i n p a r t i c u l a r , we 

h a v e t h e i n i t i a l c o u n t s , n ^ ( 0 ) , w h i c h we a s s u m e t o b e m u l t i n o m i a l l y 

d i s t r i b u t e d w i t h s a m p l e s i z e 

m 
n = Z n . ( 0 ) ( 2 . 3 ) 

i = l 1 

a n d i ^ * 1 o c c u p a n c y p r o b a b i l i t y n ^ . N o t e t h a t 0 ^ ( 0 ) i s n e c e s s a r i l y z e r o 

a n d h e n c e HQ = 0 . 

We d e n o t e b y e ^ ( t ) t h e r a n d o m n u m b e r o f e n t i t i e s w h i c h e n t e r 

s t a t e i , i = l , . . . , m , a t t i m e t , t = 1 , . . . , T , f r o m o u t s i d e t h e s y s t e m . 

T h i s s t o c h a s t i c e n t r y i s d e s c r i b e d b y a P o i s s o n p r o b a b i l i t y m o d e l . I t 

w i l l b e a s s u m e d t h a t e n t r i e s a r e made i n d e p e n d e n t l y i n t o e a c h s t a t e 

a n d o v e r t i m e ; t h e m e a n r a t e o f e n t r y i s g ^ , p o s s i b l y d i f f e r e n t f o r 

e a c h s t a t e i b u t c o n s t a n t o v e r t i m e . T h u s 

P ( e . ( t ) = e . ( t ) ) = w h e r e e . ( t ) = 0 , 1 , 2 , . . . ; £ . > 0 . {2.h) 

e . ( t ) ! 1 

l 

N o t e t h a t t h e p a r a m e t e r £ ^ m a y b e z e r o i n d i c a t i n g t h a t w i t h p r o b a b i l i t y o n e 

t h e r e w i l l b e n o a d d i t i o n a l e n t r i e s i n t o s t a t e i . 
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T h e f o l l o w i n g a s s u m p t i o n s w o u l d g i v e r i s e t o t h i s P o i s s o n 

p r o b a b i l i t y m o d e l : 

( 1 ) E n t i t i e s o b s e r v e d t o b e i n t h e s y s t e m f o r t h e f i r s t t i m e a t t i m e 

t a c t u a l l y e n t e r e d a t some t i m e i n ( t - 1 , t ) ; 

( 2 ) T h e n u m b e r o f e n t i t i e s e n t e r i n g d u r i n g t h e n o n - o v e r l a p p i n g t i m e 

i n t e r v a l s ( a , a + h ) a n d ( b , b + h ) a r e i n d e p e n d e n t a n d i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d 

r a n d o m v a r i a b l e s ; 

( 3 ) I f t h e p r o b a b i l i t y t h a t a n e n t i t y e n t e r s i n ( a , a + h ) i s p ( h ) , we 

h a v e P ^ * X , a c o n s t a n t , a s h •* 0 ; 

( U ) T h e p r o b a b i l i t y o f t w o o r m o r e a r r i v a l s i n t h e t i m e i n t e r v a l 

( a , a + h ) a p p r o a c h e s 0 a s h •> 0 . 

L e y s i e f f e r [9] i f h i s s i n g l e s t a t e o f e n t r y i s e n t e r e d a t t i m e t * - l a n d 

l e f t w i t h p r o b a b i l i t y o n e a t t i m e t * . A n " a r t i f i c i a l " t r a n s i e n t s t a t e 

w o u l d t h e n h a v e b e e n i n t r o d u c e d w h o s e f u n c t i o n w o u l d b e t o r e c e i v e a 

P o i s s o n d i s t r i b u t e d r a n d o m n u m b e r o f e n t r i e s , X , a n d t h e n t o d i s t r i b u t e 

t h e m i n a m u l t i n o m i a l f a s h i o n t o e a c h o f t h e a c t i v e s t a t e s o f t h e c h a i n 

d u r i n g t h e n e x t t i m e p e r i o d . Now t h e m e a n o f X w i l l b e f,=E,^ +. . .+ £m 

a n d e a c h e . w i l l r e m a i n P o i s s o n d i s t r i b u t e d s i n c e 

T h i s f o r m o f e n t r y c a n b e v i e w e d a s e q u i v a l e n t t o t h a t o f 

1 

P ( e . = e . ) = E P ( S . = e . | X = x ) P ( X = x ) 
1 1 x=0 1 1 

( 2 . 1 0 

w h i c h i n t u r n e q u a l s 

. i J. J . 
1 x = e . 1 

( 2 . 5 ) 
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a n d t h i s t h e n e q u a l s 

e —e e 0 0 

- ^ r p / d - p . ) 1 [ ( l - p . ) € ] Lexp(-K) I [ ( l - p . ) 5 l V / v ! 
e i * 1 1 1 v=0 

e . 
= ( p . O ^ x p C - p . O / e . ! ( 2 . 6 ) 

3 . E S T I M A T I O N 

C o n s i d e r a t y p i c a l s e q u e n c e o f s t a t e s ( i ( t * ) , . . . , i ( T ) ) . T h e 

n u m b e r o f e n t i t i e s w h i c h f o l l o w t h i s p a r t i c u l a r s e q u e n c e , i . e . , e n t e r t h e 

s y s t e m f o r t h e f i r s t t i m e a t t i m e t * i n s t a t e i ( t * ) , e t c . , i s d e n o t e d b y 

n i ( t * ) . . . i ( T ) ' 

A b a s i c s t a t i s t i c o f i n t e r e s t i s t h e n u m b e r o f e n t i t i e s w h i c h 

make a t r a n s i t i o n f r o m s t a t e g t o s t a t e h a t t i m e t ( t = 1 , . . . , T ) . We 

w r i t e t h i s a s n . ( t ) . T h e n 
g h 

n g h ( t ) = Z n i ( t * ) . . . i ( T ) , ( 3 . 1 ) 

w h e r e t h e sum i s o v e r a l l s e q u e n c e s s u c h t h a t i ( t - l ) = g , i ( t ) = h , 

i ( t * ) < i ( t - l ) . 

T h e q u a n t i t y n ^ i s d e f i n e d a s t h e t o t a l n u m b e r o f e n t i t i e s 

m a k i n g a t r a n s i t i o n f r o m s t a t e g t o s t a t e h , i . e . , 

We now d e v e l o p i n d e t a i l t h e p r o b a b i l i t y r e l a t i o n s f o r t h e f i r s t o r d e r 

M a r k o v c h a i n w h o s e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e p o s s i b l y n o t c o n s t a n t 

o v e r t i m e . F i r s t , we c o n d i t i o n o n t h e n u m b e r o f e n t r i e s f r o m o u t s i d e 

t h e s y s t e m i n t o e a c h o f t h e m s t a t e s , l , . . . , m , a n d d u r i n g e a c h o f t h e t 

t i m e p e r i o d s , 1 , . . . , T . T h u s we a r e h o l d i n g f i x e d , e ^ ( t ) = e ^ ( t ) f o r 

i = l , . . . , m a n d t = 1 , . . . T . T h e n t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y o f o b s e r v i n g t h e 
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l l ^> = - iU* ) . . . i (T ) ( 3 . 3 ) 

s e q u e n c e s o f t h e f o r m ( i ( t * ) , . . . , i ( T ) ) i s 

n P i ( t * ) i ( t * + l ) ( t * + l ) ' - - p i ( T - l ) i ( T ) 
( T ) 

i ( t * ) . . . i ( T ) 
( 3 . U ) 

w h e r e t h e sum i n ( 3 - 3 ) a n d t h e p r o d u c t i n ( 3 - M a r e o v e r a l l v a l u e s 

o f t h e i n d i c e s w i t h t * = 0 , 1 , . . . , T - l . Now ( 3 . 1 * ) c a n b e w r i t t e n a s 

T 

n 
t * = 0 

p { p i ( t * ) i ( t * + l ) ( t * + 1 ) } 

i ( t * ) , i ( t * + l ) 1 U m t 1 } 

n . 
i ( t » ) . . . i ( T ) 

n (P4 

i ( T - l ) , i ( T ) i ( T - l ) i ( T ) 
( T ) } 

n . i ( t * ) . . . i ( T ) 
( 3 . 5 ) 

i ( 0 ) , i ( l ) ^ ° > ^ i > 

l-(o)i(D ( i ) 

5 { p i ( T - l ) i ( T ) ( T ) } 

i ( T - l ) , i ( T ) i \ ™ l A \ T J 

n i ( T - l ) i ( T ) ( T ) 

- JL JL p g h ( t ) s h 

t = i g , h g n 

Now t h i s r e s u l t i s f o r m a l l y t h e same a s t h e o n e A n d e r s o n a n d G o o d m a n [2] 

o b t a i n w h e n t h e n u m b e r o f e n t i t i e s m o v i n g t h r o u g h t h e c h a i n r e m a i n s c o n ­

s t a n t . T h e r e f o r e d e f i n i n g 

m 
n ( t - l ) = I n ( t ) , 

0=1 J 

( 3 . 6 ) 

t h e c o n d i t i o n a l d i s t r i b u t i o n o f t h e n ^ ( t ) i s g i v e n b y 



T 

IE 
m 

JL 
i=l 
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r - n . ( t - l ) ! m n ( t ) -

m 
IE P i , ( t ) 
. i = i J 

E n i j ( t ) l 

J=I 

(3 .7 : 

T h e j o i n t d i s t r i b u t i o n o f t h e e . ( t ) a n d t h e n . ( t ) i s o b t a i n e d 
1 1 J 

f r o m (3 .7) b y m u l t i p l y i n g b y t h e m a r g i n a l d i s t r i b u t i o n o f t h e e ^ ( t ) . 

T h e n t o o b t a i n t h e l i k e l i h o o d f u n c t i o n we m u l t i p l y t h e c o n ­

d i t i o n a l l i k e l i h o o d g i v e n t h e i n i t i a l c o u n t s n ^ ( 0 ) ( i = l , . . . , m ) a n d t h e 

e n t r y c o u n t s e ^ ( t ) ( i = l , . . . , m ; t = 1 , . . . , T ) b y t h e s e r e s p e c t i v e m a r ­

g i n a l l i k e l i h o o d s . T h e l i k e l i h o o d f u n c t i o n i s g i v e n b y 

. , m n i ( 0 ) T f

e i ( t ) 

L - n l I L \ . 31 !i 
i = l n i ( 0 ) ! t = l e . ( t ) ! 

e x p (-5.) . n 
t = l 

m 

JL 
i = l 

S n . . ( t ) 

J=I 

B y t h e f a c t o r i z a t i o n c r i t e r i o n t h e s u f f i c i e n t s t a t i s t i c s f o r t h e 

p a r a m e t e r s ( i = l , . . . , m ) , E,^ ( i = l , . . . , m ) , a n d p ^ j ( t ) ( i , j = 0 , 1 , . . . , m ; 

t = 1 , . . . , T ) a r e t h e n n , n^ (0 ) ( i = l , . . . , m ) , e ^ ( t ) ( i = l , . . . , m ) , a n d 

^ j H ) ( i » J = 0 , 1 , . . . , m ; t = 1 , . . . , T ) . 

N o t i n g t h e w a y L f a c t o r s , t h e m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t e s o f 

t h e p a r a m e t e r s a r e i m m e d i a t e l y o b t a i n e d a s t h e u s u a l m u l t i n o m i a l a n d 

P o i s s o n e s t i m a t e s . 

T h u s , 

(3 .8 : 

n . ( 0 ) 
[ i = 1 , . . . , m ) ; (3 .9) 

T 
^ = E e . ( t ) / T ( i = l , . . . , m ) ; 

t *~1 
(3 .10 ! 
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n , , ( t ) 

m 
Z n ( t ) 

k = 0 l k 

( i = l , . . . , m ; J = 0 , . . . , m ; ( 3 . 1 1 ) 
t = 1 , . . . , T ) ; 

P 0 Q ( t ) = 1 a n d p ( t ) = 0 j = 1 , . . . ,m 
t = 1 , . . . , T 

( 3 . 1 2 ) 

( N o t e t h a t ( 3 . 1 2 ) f o l l o w s f r o m t h e f a c t t h a t s t a t e 0 i s a p r i o r i a b s o r b i n g . ) 

I f i t i s a s s u m e d t h a t t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e s t a t i o n a r y , 

we o b t a i n i n s t e a d o f ( 3 . 1 1 ) , 

Z n ( t ) 
. t = l 1 J  

' i j T m 
Z Z n . . ( t ) 

t = l k = 0 1 K 

i = 1 , . . . , m 
J = 0 , 1 , . . . ,m 
t = 1 , . . . , T 

( 3 . 1 3 ) 

k. A S Y M P T O T I C B E H A V I O R 

I n d e v e l o p i n g a s y m p t o t i c r e s u l t s , we l e t £ ^ •* » a n d n •* °° i n 

s u c h a way t h a t 

-L -y c. , 0 < c . < °° . 
n i i 

(k.l) 

C o n s i d e r a c e r t a i n t i m e t * , 1 £ t * i T , a n d a s t a t e i ( t * ) . T h e n we n o t e 

t h a t , c o n d i t i o n a l o n a f i x e d v a l u e o f t h e P o i s s o n d i s t r i b u t e d e ^ ( t * ) , t h e 

s e t o f r a n d o m v a r i a b l e s n . / , « \ . / . M a n \ . / m \ h a s a m u l t i n o m i a l d i s t r i b u t i o n 
i ( t * ) i ( t * + l ) . . . i ( T ) 

w i t h s a m p l e s i z e e ^ t * ) a n d p a r a m e t e r s P i ( t # ) i ( t * + 1 ) • • • P i ( T _ 1 ) i ( T ) • T h u s , 

c o n d i t i o n a l l y , t h e y a r e a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l w h e n p r o p e r l y s c a l e d a s 

e ^ ( t * ) i n c r e a s e s b y t h e m u l t i v a r i a t e c e n t r a l l i m i t t h e o r e m . J u s t a s i n [ 2 ] , 

t h e { n i ( o ) i . ( i ) i ( T ) ^ a r e a ^ s o a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l r a n d o m v a r i a b l e s w i t h 

s a m p l e s i z e n ^ ( 0 ) a n d p a r a m e t e r s P ^ ( o ) i ( i ) i ( T ) " S i n c e t h e n ^ j ( t ) a r e 
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f i x e d l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f t h e s e m u l t i n o m i a l v a r i a b l e s , t h e y a r e a l s o 

a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l l y d i s t r i b u t e d . 

Now c o n s i d e r i n g t h e f a c t t h a t t h e e . ( t ) c o n t r i b u t e new e n t i t i e s 

t o t h e c h a i n t h r o u g h o u t i t s o b s e r v e d l e n g t h , i t i s o f i n t e r e s t t o c o n s i d e r 

t h e u n c o n d i t i o n a l b e h a v i o r o f t h e n . / ^ s , , m , . We n o t e , a s i n S e c t i o n 2 , 
i ( t * ) . . . i ( T ) ' ' 

t h a t i f a c a t e g o r y c o u n t h a s a m u l t i n o m i a l d i s t r i b u t i o n c o n d i t i o n a l o n a 

f i x e d t o t a l s a m p l e s i z e a n d t h e s a m p l e s i z e i s P o i s s o n d i s t r i b u t e d , t h e n 

t h e u n c o n d i t i o n a l d i s t r i b u t i o n o f t h e c a t e g o r y c o u n t i s P o i s s o n . T h u s 

u n c o n d i t i o n a l l y we h a v e t h e a s y m p t o t i c r e s u l t t h a t a s •+ °>, t h e P o i s s o n 

v a r i a t e s ( a g a i n w h e n p r o p e r l y s c a l e d ) , n i ( t # j i ( T ) ' a r e n o r m a l l y d i s t r i ­

b u t e d . A s i n t h e c o n d i t i o n a l c a s e , t h e n . ( t ) a r e t h e n a s y m p t o t i c a l l y 
^ J 

n o r m a l l y d i s t r i b u t e d . 

We now e s t a b l i s h t h e a s y m p t o t i c n o r m a l i t y a n d c o n s i s t e n c y o f 

t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y e s t i m a t e s , p ( t ) . We h a v e t h a t 

n , , ( t ) / / n 

* V t } - nMt-1) / n 
i = 1 , . . . , m 
j = 0 , 1 , . . . , m 
t = 1 , . . . , T . 

(U.2) 

I 

Now i f we d e f i n e n . . . At) t o b e t h e n u m b e r o f e n t i t i e s w h i c h 
kx. ; i j 

e n t e r t h e s y s t e m a t t i m e 1 i n s t a t e k a n d m a k e a t r a n s i t i o n f r o m s t a t e i 

t o s t a t e j a t t i m e t , we h a v e 

m T - l m 

n ( t - 1 ) = I Z Z n ( t ) i = 0 , l , . . . , m t = l , . . . , T . ( U . 3 ) 
1 k = l 1=0 j=0 

Now s i n c e , c o n d i t i o n a l l y o n t h e e n t r y c o u n t e (l), t h e n . ( t ) 
k k x . , i J 

a r e m u l t i n o m i a l r a n d o m v a r i a b l e s w i t h s a m p l e s i z e e (l), t h e c o n d i t i o n a l 
K 

e x p e c t a t i o n i s g i v e n b y 
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w h e r e d e n o t e s a n m - s t e p t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y f r o m s t a t e r t o s t a t e s . 

T h e u n c o n d i t i o n a l e x p e c t a t i o n i s t h e n e x p r e s s e d a s 

r (t-l-1) 
C k P k i P i j 

T h e n w i t h ( U . l ) i n m i n d we c a n r e w r i t e ( ^ . 3 ) a s 

n . ( t - l ) m m 
E E 

k = l J = 0 

n ^ o ; i . i ( t )

 + 

m T - X \ £ ; i . 1 ( t ) c k m 
E 

k = l j = 0 1=1 5» 
i f k 
n c . 

• ( U . 6 ) 

T a k i n g t h e l i m i t i n p r o b a b i l i t y a s n -+ °° we t h e n o b t a i n 

n ( t - l ) 
p l i m __i 

n+~ n 

; ; . • e Tf e ^ L I ^ J J 
E E \ p k i p n 1 £ 

k = i j = o K K 1 1 0 k = i n = i j = o ^ k 

( U . 7 ) 

S i n c e E p . = 1 f o r e a c h f i x e d i , (*+.7) s i m p l i f i e s t o 
J 1 0 

n . ( t - l ) 
p l i m 1 

n-*» n 

m ( t - l ) m T _ 1 

k = l 
E ( t - f c - l ) , e n 

k = l 1=1 k ^ k i 

(U.8) 

w h i c h i s a n o n z e r o c o n s t a n t . B u t t h e n u m e r a t o r o f t h e r i g h t h a n d s i d e o f 

( U . 2 ) c o n v e r g e s t o a n o r m a l r a n d o m v a r i a b l e a n d t h e n b y t h e M a n n - W a l d t h e o r y 

^ P ^ j ( t ) i s a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l a s n -*• °>. 

We now s h o w t h a t o u r e s t i m a t e s p . . ( t ) a r e c o n s i s t e n t . 

W r i t e 

n 

m T - l 
E E n. „ . , ( t ) / n 

. k = i t : 0 ^ i i J 

m m m T - l 
E n ( t ) / n E E 

k ' = 0 1 K k = l 1=0 k ' = 0 K i t ' 1 K 
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B u t t h e p r o b a b i l i t y l i m i t o f P i j ( t ) i s t h e n 

m . ( t - 1 ) 
m T - 1 

\ \ P k i P i J + C k P k i 
t - J l - l ) 

k = l k = l £=1 i j 

m m / . x m T - 1 m 

1 z \ p k i p - ' + 1 E 

k = l k '=0 
i k ' E £„P 

( t - e - i ) . 

k = l 1=1 k*=0 
k ^ k i P.-i k ' 

( U . 1 0 ) 

" n (t-D • T f , (t-z-i) 

= T) 

. k=in k P k i J i i i * * * 

PU 

w h e r e we h a v e f a c t o r e d p . . o u t o f t h e n u m e r a t o r a n d u s e d t h e f a c t t h a t 
i j 

m 
E p , = 1 i n t h e d e n o m i n a t o r . 

k'=0 l k 

5. H Y P O T H E S I S T E S T S 

5.1 L i k e l i h o o d R a t i o 

F o r s t a t i s t i c a l h y p o t e s i s t e s t i n g o n t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s , 

t h e p ( t ) ' s , we w i l l m a k e u s e o f t h e l i k e l i h o o d r a t i o c r i t e r i o n . I n 
i J 

t h e t e s t s c o n s i d e r e d t h e p a r a m e t e r s w i l l b e a s s u m e d t o s p a n a s p a c e ft; 

u n d e r t h e n u l l h y p o t h e s i s t h e y w i l l s p a n a s u b s p a c e o f ft c a l l e d u i . 

D e f i n e X t o b e t h e r a t i o o f t h e s u p r e m u m o f t h e l i k e l i h o o d f u n c t i o n 

u n d e r u t o t h e s u p r e m u m o f t h e l i k e l i h o o d f u n c t i o n u n d e r ft. T h e n w i t h 

t h e a s y m p t o t i c r e s u l t s o f s e c t i o n k we h a v e t h a t - 2 l o g A i s a s y m p t o t i c a l l y 
2 

d i s t r i b u t e d a s x w i t h d e g r e e s o f f r e e d o m g i v e n b y t h e d i m e n s i o n o f ft 

m i n u s t h e d i m e n s i o n o f to. 

5 . 2 T e s t f o r S t a t i o n a r i t y i n t h e A b s o r b i n g S t a t e C a s e 

A s s u m e t h e c h a i n i s f i r s t o r d e r a n d c o n s i d e r t h e n u l l h y p o t h e s i s 

H : P t J ( t ) = V±i t = 1 , . . . , T . 
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We a r e t h e n t e s t i n g t h e h y p o t h e s i s t h a t t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s 

a r e c o n s t a n t o v e r t i m e a g a i n s t t h e a l t e r n a t i v e t h a t t h e t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s v a r y w i t h t i m e . 

L e t 0 b e a n a b s o r b i n g s t a t e . T h e n f o r t = 1 , . . . , T , 

poo(t) = 1 = poo P 0 j ( t ) = 0 = P 0 j J = l , . . . , m . 

I f we o m i t i r r e l e v a n t c o n s t a n t s t h e l i k e l i h o o d f u n c t i o n 

m a x i m i z e d u n d e r t h e n u l l h y p o t h e s i s i s t h e n 

n , 5 ( t ) m m n . . 5 fl fl 1J' =R n P i J

: 

t = l i = l j=0 
5 . 1 : 

1=1 J=0 

w h i l e u n d e r t h e u n i o n o f n u l l a n d a l t e r n a t i v e h y p o t h e s e s t h e m a x i m i z e d 

l i k e l i h o o d i s 

T m m n u n 
t = l 1=1 j=0 

n i j ( t ) 
(5 .2 ) 

T h e l i k e l i h o o d r a t i o i s t h e n 

T m m 

a = n n JL 
t = l 1=1 j=0 

p u ( t ) 

n i j ( t ) 

(5 .3) 

2 2 2 2 
We h a v e -2 l o g A a s y m p t o t i c a l l y d i s t r i b u t e d a s x w i t h Tm - m = m ( T - l ) 

d e g r e e s o f f r e e d o m . T h e r e f o r e a n a p p r o x i m a t e s i z e a t e s t r e j e c t s w h e n 

- 2 l o g A > X l _ a > ( m

2 ( T - l ) ) . (5.U) 

5.3 S i m u l t a n e o u s T e s t o f O r d e r a n d S t a t i o n a r i t y W i t h S t a t e 0 A b s o r b i n g 

C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g n u l l a n d a l t e r n a t i v e h y p o t h e s e s : 

H : f i r s t o r d e r a n d s t a t i o n a r y 

K : s e c o n d o r d e r a n d n o n s t a t i o n a r y 

T h e l i k e l i h o o d r a t i o f o r t h i s t e s t i s t h e n 
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m m n , , 

,1=0 k=0 J K . ( 5 - 5 ) 
T m m in n . . , ( t ) 

t = 2 i = 0 j = 0 k=0 

w h e r e t h e t w o - s t e p t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a r e d e f i n e d b y 

p . „ ( t ) = P ( X ( t ) = k | X ( t - l ) = j , X ( t - 2 ) = i ) . ( 5 . 6 ) 
1 J K 

T h e m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t e s a r e g i v e n b y 

p . ( t ) , n l , 1 k ( t ) . a n d ( 5 . 7 ) 
P i j k ^ ; n . ( t - 1 ) 

T T - 1 
p . . = E n , . ( t ) / E n , ( t ) ( 5 - 8 ) 

J t = 2 J K t = l J 

w h i l e ^ i Q 0 = 1 ( i = 0 , 1 , . . . , m ) , p Q J k = 0 ( j = l , . . . , m ; k = 0 , 1 , . . . , m ) , 

2 
p . n . = 0 ( i = 0 , 1 , . . . , m ; k = l , . . . , m ) . Now - 2 l o g A i s a s y m p t o t i c a l l y x 

i Ok 
2 2 2 3 2 

w i t h d e g r e e s o f f r e e d o m ( T - l ) [m ( m + l ) - m ] - m = ( T - l ) m - m . 

5 . i t T e s t T h a t L a t e r E n t r i e s F o l l o w t h e Same P r o b a b i l i t y L a w a s t h e 

O r i g i n a l E n t i t i e s 

I t i s p o s s i b l e t h a t t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s g o v e r n i n g t h e 

b e h a v i o r o f t h e o r i g i n a l e n t i t i e s i n t h e c h a i n m a y b e d i f f e r e n t f r o m 

t h a t o f t h e l a t e e n t r i e s . T h i s c a n b e t e s t e d i n t h e f o l l o w i n g m a n n e r . 

S u p p o s e t h a t t h e c h a i n i s f i r s t o r d e r w i t h c o n s t a n t t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s 

L e t 

H : P i j = P i j 1 > J = 1 ' " - ' m 

w h e r e t h e p ? * s a r e t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f t h e o r i g i n a l e n t i t i e s 
^ J 

a n d p * . ' s a r e t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f t h e n e w c o m e r s . T h e n 
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m n . . 

0 * 
_ n . . n * 

4 ^ ^ 
n 

i , J = 0 

(5 .9 ) 

0 2 2 
w h e r e n = n . . + n * ; - 2 l o g A i s a s y m p t o t i c a l l y x w i t h 2 [ ( m + l ) 

i j i j l J 
2 2 

- ( m + l ) ] - [ ( m + l ) - ( m + l ) ] = m + m d e g r e e s o f f r e e d o m i n t h e n o n -

2 

a b s o r b i n g s t a t e c a s e a n d 2 [ ( m + l ) m - m] - [ ( m + l ) m - m] = m d e g r e e s 

o f f r e e d o m w h e n s t a t e 0 i s a b s o r b i n g . 

6 . F O R E C A S T I N G 

L e t ( a , f ' ) b e t h e r o w v e c t o r o f d i m e n s i o n ( m + l ) w h i c h g i v e s 

t h e n u m b e r o f e n t i t i e s o c c u p y i n g e a c h o f t h e m + l p o s s i b l e s t a t e s a t t i m e 

t ( t = 0 , l , 2 , . . . T ) . F o r f o r e c a s t i n g p u r p o s e s t h e e x p e c t e d v a l u e o f ( a ^ _ , f ^ ) 

i s o f i n t e r e s t , a n d i n o u r m o d e l 
t - l 

E ( a . , f ) = ( 0 , f ' ) P " + ( 0 , r ) E P * t 0 . = 0 

J .6 .1 ) 

w h e r e V = i^...,^). 

Now w i t h s t a t e 0 k n o w n t o b e a b s o r b i n g , P c a n b e w r i t t e n i n 

p a r t i t i o n e d f o r m a s 

~1 o" 
P = 

r Q 
(6 .2) 

U s i n g t h i s p a r t i t i o n e d f o r m we n o t e t h a t f o r t > l 

0 " l 

t - l 
( E Q K ) r 
k=0 

(6 .3) 

a n d s i n c e P = I , 
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t o 

t - i 
£ p' 

j=o 
j { I + E ( t - l - j ) Q 2 } r 

J=0 

t - 1 
I Q' 

J=0 

J (6.U) 

T h u s s u b s t i t u t i n g i n (6 .1) we o b t a i n 

S u b s t i t u t i n g t h e s a m p l e e s t i m a t e s o f Q a n d E i n e q u a t i o n (6 .5 ) g i v e s a 

f o r e c a s t f o r t i m e t o f t h e n u m b e r o f e n t i t i e s a b s o r b e d ( i . e . , l e a v i n g t h e 

s y s t e m ) , a , a n d t h e o c c u p a n c y n u m b e r s , f ' . 

We m i g h t c o n s i d e r t h e a s y m p t o t i c r e s u l t a s t •*• » . H e r e we 

n o t e t h a t i f s t a t e 0 i s t h e o n l y n o n - t r a n s i e n t s t a t e , t h e n I - Q h a s a n 

i n v e r s e [8 , T h e o r e m 3 . 2 . 1 ] . T h e r e f o r e Q t •*• 0 a s t •* « a n d 

7.1 T h e P r o b l e m — C h a n g e s i n t h e D i s t r i b u t i o n o f N i n t h F e d e r a l R e s e r v e 

D i s t r i c t M e m b e r B a n k s i n T e r m s o f T h e i r R a t i o s o f F a r m L o a n s t o 

T o t a l L o a n s 

D u r i n g t h e p a s t f e w d e c a d e s , n u m e r o u s r e v o l u t i o n a r y c h a n g e s i n 

t h e a g r i c u l t u r a l i n d u s t r y h a v e s t i m u l a t e d t h e u s e o f l a r g e c a p i t a l 

i n v e s t m e n t s b y f a r m e r s a s a m e a n s o f m o d e r n f a r m p r o d u c t i o n . A s a 

r e s u l t , t h e r e w a s a t r e m e n d o u s d e m a n d f o r f a r m c r e d i t i n r u r a l a r e a s , 

a n d a g r i c u l t u r a l l o a n s b e c a m e o n e o f t h e m a j o r c r e d i t o p e r a t i o n s o f 

r u r a l c o m m e r c i a l b a n k s . D u r i n g t h e p a s t t w e n t y y e a r s , t h e v o l u m e o f 

b o t h l o a n s t o f a r m e r s a n d t o t a l l o a n s i n c o m m e r c i a l b a n k s g r e w 

s u b s t a n t i a l l y . A g r i c u l t u r a l l o a n s o u t s t a n d i n g a t c o u n t r y m e m b e r b a n k s 

l i m E ( a . , f ' ) = ( + • * > , V ( I - Q ) - 1 ) . (6 .6) 

A N E M P I R I C A L E X A M P L E 
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o f t h e N i n t h F e d e r a l R e s e r v e D i s t r i c t , w h i c h i s c o m p r i s e d o f t h e 

f o u r s t a t e s o f M i n n e s o t a , M o n t a n a , N o r t h D a k o t a , a n d S o u t h D a k o t a , 

p l u s U p p e r M i c h i g a n a n d N o r t h w e s t e r n W i s c o n s i n , w e r e a l m o s t t r i p l e d 

e v e r y t e n y e a r s . B e s i d e s t h e s e v e n - c o u n t y T w i n C i t y m e t r o p o l i t a n 

a r e a , t h e r e g i o n i s d o m i n a t e d b y a g r i c u l t u r a l b u s i n e s s e s w h i c h 

i n c l u d e d a i r y i n g , c o m m e r c i a l g r a i n , l i v e s t o c k a n d r a n c h i n g . I n 

1969, n i n e - t e n t h s o f d i s t r i c t m e m b e r b a n k s m a d e s o m e l o a n s t o f a r m e r s , 

a n d a b o u t h a l f o f t h e s e b a n k s h a d f a r m l o a n r a t i o s o f a t l e a s t 21 p e r ­

c e n t o f t h e i r t o t a l l o a n s . F a r m l o a n s o u t s t a n d i n g a t d i s t r i c t c o u n t r y 

member b a n k s r o s e f r o m $78 m i l l i o n i n 19^8 t o $ 2 0 3 m i l l i o n i n 1958 

a n d u p t o $620 m i l l i o n i n 1969. M e a n w h i l e , t o t a l l o a n s a t t h e s e b a n k s 

g r e w f r o m $518 m i l l i o n 21 y e a r s a g o t o $1 ,3^1 m i l l i o n i n 1958 a n d u p 

t o $ 3 , 8 3 2 m i l l i o n i n 1969- D e s p i t e t h e g r o w i n g l o a n v o l u m e s i n t h e 

d i s t r i c t , t h e r a t i o o f f a r m l o a n s t o t o t a l l o a n s a t c o u n t r y m e m b e r 

b a n k s a s a w h o l e w a s v e r y s t a b l e , a b o u t 16 p e r c e n t p e r y e a r . H o w ­

e v e r , t h e h i s t o r i c a l c h a n g e s o f f a r m l o a n r a t i o s i n i n d i v i d u a l b a n k s 

r e f l e c t a s o m e w h a t d i f f e r e n t p i c t u r e . I n t h e p a s t 16 y e a r s , r a t i o s 

o f f a r m l o a n s t o t o t a l l o a n s i n e a c h m e m b e r b a n k n o t o n l y c h a n g e d 

f r e q u e n t l y b u t a l s o m o v e d f r o m o n e f a r m l o a n r a t i o c l a s s t o a n o t h e r 

( c l a s s e s a r e d e f i n e d i n T a b l e l ) . 



- 19 -

T a b l e 1. DISTRIBUTION OF MEMBER BANKS BY RATIOS OP FARM LOANS TO TOTAL LOANS 

NINTH FEDERAL RESERVE DISTRICT 

S t a t e a 

Year 

S ? B , S 2 

E x i t 
(cumulated) OZ >0-<21Z 

S 3 

21-<41Z 

S 4 

41-<61Z 

s 5 

61Z & Over 

T o t a l 

s 0 - s 5 

E x l a t l n g 
T o t a l 

s i - s s 

1954 - 32 218 132 64 27 473 473 

1955 1 35 208 141 59 30 474 473 

1956 * 35 212 139 60 27 477 473 

1957 3 32 211 127 73 31 479 474 

1958 5 33 222 121 73 27 481 4 76 

1959 37 202 109 79 50 483 477 

1960 » 34 200 117 85 38 483 474 

1961 10 37 197 113 78 51 486 476 

1962 18 34 207 99 87 43 488 4 70 

1963 18 37 206 101 88 53 503 485 

1964 19 38 213 105 80 58 513 494 

1965 21 42 207 94 81 71 516 495 

1966 25 42 206 94 86 66 519 494 

1967 28 45 203 96 86 63 521 493 

1968 32 44 206 107 80 53 522 490 

1969 38 50 205 109 77 49 528 490 

T a b l e 1 s h o w s t h e n u m b e r o f m e m b e r b a n k s i n d i f f e r e n t f a r m l o a n 

r a t i o c l a s s e s d u r i n g t h e l 6 - y e a r p e r i o d . T h e n u m b e r o f m e m b e r b a n k s 

w h i c h h a d no f a r m l o a n s ( S ^ ) i n c r e a s e d s u b s t a n t i a l l y f r o m 195^ t o 

1969 p a r t l y b e c a u s e o f t h e m a n y n e w b a n k s i n t h e d i s t r i c t ' s S t a n d a r d 

M e t r o p o l i t a n S t a t i s t i c a l A r e a s . T h e n u m b e r o f b a n k s w h i c h m a d e s m a l l e r 

p r o p o r t i o n s o f t h e i r l o a n s t o f a r m e r s ( t h o s e i n S ^ a n d S ^ ) d e c r e a s e d 

d u r i n g t h i s t i m e s p a n , w h i l e t h e n u m b e r i n t h e h i g h e r r a t i o c l a s s e s 

( S ^ a n d S , . ) r o s e s u b s t a n t i a l l y u n t i l t h e l a s t t w o y e a r s . S e v e r a l 

f a c t o r s may h a v e c o n t r i b u t e d t o r e d u c i n g t h e n u m b e r o f b a n k s i n t h e 
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l a t t e r c a t e g o r i e s i n 1968 a n d 1969: h i g h e r g r o w t h r a t e s i n n o n -

a g r i c u l t u r a l l o a n s t h a n i n f a r m l o a n s , f a s t e r f a r m e r l o a n p a y m e n t s , 

d e l a y e d c a p i t a l i n v e s t m e n t s b y f a r m e r s d u e t o h i g h c o s t o f b o r ­

r o w i n g s , t i g h t m o n e t a r y p o l i c y r e s u l t i n g i n b a n k l o a n c o n t r a c t i o n s , 

e t c . B u t r e g a r d l e s s o f c a u s e s i t i s i m p o r t a n t t o b e a b l e t o e s t i ­

m a t e t h e e x t e n t t o w h i c h b a n k s s h i f t a m o n g l o a n r a t i o c l a s s e s . A l s o 

f o r e c a s t s o f t h e d i s t r i b u t i o n o f b a n k s i n t h e s e l o a n r a t i o c l a s s e s 

p r o v i d e e s s e n t i a l p o l i c y g u i d a n c e . A M a r k o v c h a i n a n a l y s i s b a s e d 

o n t h e t h e o r y o f t h e p r e v i o u s s e c t i o n s p r o v i d e s a f r a m e w o r k f o r s u c h 

a n i n v e s t i g a t i o n . 

T h e a p p l i c a t i o n o f t h e M a r k o v p r o c e s s m o d e l i n e c o n o m i c a n d 

s o c i a l s t u d i e s h a s g a i n e d w i d e a t t e n t i o n a m o n g r e s e a r c h e r s i n r e c e n t 

y e a r s . A l t h o u g h v a r i o u s j o u r n a l a r t i c l e s r e l a t e d t o t h i s s u b j e c t 

a p p e a r e d i n t h e f i f t i e s [ 1 , 2 , h , 7 , 1 0 , 1 1 ] , i t was n o t u n t i l t h e m i d d l e 

a n d l a t e s i x t i e s t h a t n u m e r o u s r e s e a r c h p a p e r s o n t h i s s u b j e c t b e g a n 

t o b e p u b l i s h e d i n t h e f i e l d s o f e c o n o m i c s , a g r i c u l t u r a l e c o n o m i c s , 

p s y c h o l o g y , a n d m e d i c i n e . I n a g r i c u l t u r a l e c o n o m i c s , t h e p i o n e e r s 

i n t h i s a r e a w e r e J u d g e a n d S w a n s o n [6] i n 1961. L a t e r o n , m o s t o f 

t h e s t u d i e s w e r e c o n c e n t r a t e d o n t h e e s t i m a t i o n o f t r a n s i t i v e p r o b ­

a b i l i t i e s o f e x i s t i n g f i r m s a n d p r o j e c t i o n s o f f i r m s i n a p a r t i c u l a r 

a g r i c u l t u r a l i n d u s t r y . I n 1969 > C o n n e m a n a n d H a r r i n g t o n i n t r o d u c e d 

t h e i m p o r t a n c e o f new e n t r i e s o f f i r m s i n a d a i r y i n d u s t r y [ 3 ] . T h a t 

p a p e r , h o w e v e r , o n l y w o r k e d w i t h e x p e r i m e n t a l d a t a w i t h o u t a s u p ­

p o r t i n g t h e o r e t i c a l f r a m e w o r k . A m o n t h l a t e r , H a l l b e r g d e v e l o p e d a 

p r o c e d u r e o f p r o j e c t i n g a g r i c u l t u r a l f i r m s b y n o n s t a t i o n a r y t r a n ­

s i t i o n p r o b a b i l i t i e s a s a f u n c t i o n o f e x o g e n o u s v a r i a b l e s [ 5 ] . 
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I t i s h o p e d t h a t t h i s p a p e r w o u l d o f f e r b o t h a t h e o r e t i c a l 

f r a m e w o r k o f s t o c h a s t i c e x i t a n d e n t r y i n a M a r k o v c h a i n a s s t a t e d 

i n t h e f i r s t s i x s e c t i o n s , a n d a n e m p i r i c a l e x a m p l e f o r t e s t i n g 

v a r i o u s a s s u m p t i o n s a s w e l l a s p r o j e c t i n g b a n k d i s t r i b u t i o n s , a s 

p r e s e n t e d i n t h i s l a s t s e c t i o n . 

7 . 2 T h e M o d e l a n d t h e D a t a 

I t i s e m p i r i c a l l y t r u e t h a t a b a n k ' s f a r m l o a n o p e r a t i o n , 

m e a s u r e d b y i t s r a t i o o f f a r m l o a n s t o t o t a l l o a n s , v a r i e s e a c h 

y e a r . I t i s a l s o r e a s o n a b l e t o b e l i e v e t h a t a b a n k ' s f a r m l o a n 

o p e r a t i o n i s a c o n t i n u a l p h e n o m e n o n t o t h e e x t e n t t h a t t h e f a r m 

l o a n o p e r a t i o n o f a b a n k i n o n e y e a r i s l i k e l y t o i n f l u e n c e i t s 

f a r m l o a n o p e r a t i o n i n t h e f o l l o w i n g y e a r . T h i s i s d u e t o t h e 

f a c t t h a t a f a r m e r ' s i n d e b t e d n e s s i n o n e y e a r i s l i k e l y t o a f f e c t 

t h e f a r m e r ' s i n d e b t e d n e s s i n t h e s u c c e e d i n g y e a r . T h i s i d e a o f 

t h e y e a r - t o - y e a r d e p e n d e n c e i n a b a n k ' s f a r m l o a n o p e r a t i o n s u g ­

g e s t s t h e a p p l i c a t i o n o f a M a r k o v c h a i n m o d e l . O n c e a b a n k ' s 

m o b i l i t y i s e s t i m a t e d , i t i s p o s s i b l e , u s i n g t h e d e r i v e d m o d e l 

t o p r o j e c t t h a t b a n k ' s f u t u r e m o v e m e n t s f r o m o n e s t a g e t o a n o t h e r . 

T h e e m p i r i c a l d a t a i n t h i s s t u d y w e r e t a k e n f r o m D e c e m b e r 

C a l l R e p o r t s s u b m i t t e d b y e a c h m e m b e r b a n k i n t h e N i n t h F e d e r a l 

R e s e r v e D i s t r i c t i n t h e t i m e p e r i o d 1951+-1969- R a n g e s o f a b a n k ' s 

r a t i o o f f a r m l o a n s t o n e t t o t a l l o a n s w e r e u s e d t o d e f i n e s t a t e s 

o f t h e M a r k o v c h a i n . T h e n , u s i n g t h i s m e t h o d o f d e f i n i t i o n , f i v e 

l o a n r a t i o s t a t e s a n d a n a b s o r b i n g s t a t e w e r e d e t e r m i n e d : 
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1) Sq ( e x i t ) : An a b s o r b i n g s t a t e f o r b a n k s l e a v i n g t h e 

F e d e r a l R e s e r v e S y s t e m , f o r e x a m p l e , b y 

w i t h d r a w i n g m e m b e r s h i p s , l i q u i d a t i n g bank 

p r o p e r t i e s , and m e r g i n g w i t h o t h e r b a n k s . 

2 ) S , (0%): A s t a t e w h i c h i n c l u d e s b a n k s w i t h no f a r m 

l o a n s , s u c h a s some b a n k s i n t h e m e t r o ­

p o l i t a n a r e a . 

3) S 2 (>0-<21#): A s t a t e w h i c h i n c l u d e s b a n k s t h a t make some 

b u t l e s s t h a n 21 p e r c e n t o f t h e i r l o a n s t o 

f a r m e r s . 

k) S 3 {21-<kl%): A s t a t e w h i c h i n c l u d e s b a n k s t h a t make 21 t o 

l e s s t h a n U l p e r c e n t o f t h e i r l o a n s t o f a r m e r s 

5) S ^ (hl-<6l%): A s t a t e w h i c h i n c l u d e s b a n k s t h a t make hi t o 

l e s s t h a n 6l p e r c e n t o f t h e i r l o a n s t o f a r m e r s 

6) S,_ {6l% and o v e r ) : A s t a t e w h i c h i n c l u d e s b a n k s t h a t make 6l p e r ­

c e n t o r more o f t h e i r l o a n s t o f a r m e r s . 

The d a t a f r o m 195^ t o 196? were u s e d i n e s t i m a t i n g t h e t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s r a t h e r t h a n 195^ t o 1969 i n o r d e r t o t e s t how w e l l t h e 

t r a n s i t i o n m a t r i x o f 195^-1967 c o u l d p r e d i c t t h e bank d i s t r i b u t i o n i n 

1968 and 1969- L i k e l i h o o d r a t i o t e s t s were made t o d e t e c t w h e t h e r o r 

no t t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f t h o s e two y e a r s we re d i f f e r e n t 

f r o m t h o s e o f 195I+-I967. 

The Markov c h a i n i n t h i s c a s e , t h u s , i s an a b s o r b i n g one w i t h 

s t a t e s i = 0 , 1 , 2 , 3 , ^ , 5 (where 0 i s t h e a b s o r b i n g s t a t e ) o b s e r v e d a t 

f i x e d t i m e s t = 0 , 1 , 2 , . . . , 1 3 (where 0 i s t h e s t a r t i n g y e a r 195** and 

T = 13 i s t h e y e a r 1967) . T a b l e 1 p r e s e n t s a h i s t o r i c a l v i e w o f t h e 

d i s t r i b u t i o n o f b a n k s i n t h e s e v a r i o u s s t a t e s as w e l l a s t h e a c c u m u l a t e d 



n u m b e r o f b a n k s w h i c h l e f t t h e F e d e r a l R e s e r v e S y s t e m i n t h e 

N i n t h D i s t r i c t s i n c e 1955-

E s t i m a t i o n o f t h e T r a n s i t i o n M a t r i x a n d t h e R a t e o f B a n k E n t r i e s 

F o r a f i r s t o r d e r s t a t i o n a r y a b s o r b i n g M a r k o v c h a i n , t h e 

r e l e v a n t s t a t i s t i c i s t h e n u m b e r o f b a n k s m o v i n g f r o m s t a t e i t o 

s t a t e j a t a n y t i m e t d u r i n g t h e l U - y e a r p e r i o d . T h i s i s 

13 
n = Z n ( t ) f o r i = 1 , . . . , 5 ; j = 0 , 1 , . . . , 5 . 

J t = l J 

T h e a b s o r b i n g s t a t e m o d e l i s a p p r o p r i a t e s i n c e n o b a n k s 

c a m e b a c k t o t h e S y s t e m a f t e r t h e y h a d l e f t . T h e r e f o r e , 

n ^ j = 0 f o r j = 1 , 2 , . . . , 5 . T h e f r e q u e n c y m a t r i x o f b a n k s ' 

m o v e m e n t i n t h e d i s t r i c t s i n c e 195** u n t i l 1 9 6 7 i s a m a t r i x 

t - [ n ] : 

1 3 5 
so Sl S 2 S 3 S 5 

z z 
t=l j = 

28 0 0 0 0 0 28 

sl 2 1*13 1*9 1 2 1 U6Q 

N = S 2 1 0 50 2 5 0 7 13h 6 2 2 7 0 9 

S 3 
8 2 1 1 3 1181 178 1 0 ll*92 

Sk k 1 5 127 7 3 8 118 9 9 3 

S 5 
k 1 2 5 87 U 7 3 572 

6262 



T h e e s t i m a t e d t r a n s i t i o n m a t r i x P = [ p . , ] w h e r e , f o r e x a m p l e , 
^ - J 

p>l l = j j g ^ = .8825 a c c o r d i n g t o e q u a t i o n ( 3 . 1 3 ) i s : 

5 « 

P = 

so s l S 2 S 3 S 5 1 Pij 
j=o 1 J 

1 0 0 0 0 0 1.0000 

s l .00^3 .8825 .10U7 .0021 .00^3 .0021 1.0000 

S 2 . 0 0 3 7 .0185 .925^ .01*95 .0022 . 0 0 0 7 1.0000 

S 3 
.005k . 0 0 1 3 . 0 7 5 7 .7916 .1193 .0067 1.0000 

h .00U0 .0010 . 0 0 5 0 .1280 .71*32 .1188 1.0000 

S 5 
_. 0070 .0018 . 0 0 3 5 .0087 . 1 5 2 1 .8269. 1.0000 

T h i s t r a n s i t i o n m a t r i x p r o v i d e s s u b s t a n t i a l d y n a m i c i n f o r m a t i o n 

o n b a n k m o v e m e n t s a m o n g s t a t e s . T h e d i a g o n a l e l e m e n t s i n t h e m a t r i x 

i n d i c a t e p r o b a b i l i t i e s o f b a n k s r e m a i n i n g i n t h e i r own p a r t i c u l a r 

s t a t e s . F o r e x a m p l e , p ^ i n d i c a t e s t h a t 88 p e r c e n t o f t h e b a n k s 

i n w i l l r e m a i n i n S ^ , t h a t i s , w i l l c o n t i n u e t o m a k e n o f a r m l o a n s 

i n t h e f o l l o w i n g y e a r . T h e h i g h v a l u e s o f d i a g o n a l p r o b a b i l i t i e s i n 

t h e a b o v e m a t r i x i m p l y a s t r o n g t e n d e n c y f o r b a n k s t o s t a y i n t h e i r 

o r i g i n a l s t a t e s . H o w e v e r , t h e d e g r e e o f i m m o b i l i t y o f b a n k s i n e a c h 

s t a t e i s d i f f e r e n t . F o r i n s t a n c e , t h e h i g h v a l u e s o f p ^ a n d p ^ ^ 

i n d i c a t e s t r o n g t e n d e n c i e s f o r b a n k s i n s t a t e s a n d t o r e m a i n 

i n t h e i r r e s p e c t i v e s t a t e s . T h e f i r s t c o l u m n o f t h e t r a n s i t i o n 

m a t r i x a l s o r e v e a l s t h e p r o b a b i l i t y o f a b a n k i n a n y s t a t e l e a v i n g 

t h e s y s t e m n e x t y e a r . B a n k s w i t h t h e l a r g e s t f a r m l o a n r a t i o s a r e 

m o s t l i k e l y t o l e a v e t h e s y s t e m t h a n t h o s e b a n k s i n t h e s t a t e s w i t h 

s m a l l e r l o a n r a t i o s , b u t t h e i r p r o b a b i l i t i e s o f l e a v i n g a r e a l l l e s s 

t h a n 1 p e r c e n t . A g e n e r a l p i c t u r e o f b a n k m o b i l i t y i n t e r m s o f t h e 

n u m b e r o f b a n k s m o v i n g c o u l d a l s o b e o b t a i n e d f r o m t h e m a t r i x N . 
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D u r i n g t h e l U - y e a r p e r i o d , 28 member b a n k s l e f t t h e s y s t e m , w h i l e 

5312 o b s e r v a t i o n s (one bank i n a p a r t i c u l a r y e a r i s t r e a t e d a s one 

o b s e r v a t i o n ) o r a b o u t 85 p e r c e n t o f t h e samp le r e m a i n e d i n t h e i r 

own s t a t e s d u r i n g a t w o - y e a r p e r i o d . T h e r e we re 922 o b s e r v a t i o n s 

o r 15 p e r c e n t o f t h e samp le m o v i n g among s t a t e s i n t h i s t i m e s p a n . 

A s s t a t e d i n t h e m o d e l , e n t r y o f new member b a n k s i s a l l o w e d 

i n t o s t a t e i a t any a r b i t r a r y t i m e t * . The p a t t e r n o f t h e s e new 

e n t r i e s i n t h e N i n t h F e d e r a l R e s e r v e D i s t r i c t i s shown i n T a b l e 2 . 

Table 2. NUMBER OF NEW MEMBER BANKS WHICH ENTERED EACH STATE (eJ_(t)) 

Year s 2 s 3 s * s 5 Tota l 

1955 1 1 

1956 1 2 3 

1957 1 1 2 

1958 1 1 2 

1959 1 1 2 

1960 0 

1961 2 1 3 

1962 1 1 2 

1963 2 6 2 3 2 15 

1964 4 4 2 10 

1965 1 1 1 3 

1966 1 1 1 3 

1967 1 1 2 

1968 1 1 

1969 2 1 2 1 6 
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T h e e s t i m a t e d m e a n r a t e o f e n t r y £ . d u r i n g t h e f i r s t l U - y e a r p e r i o d , 

t h u s , i s c o m p u t e d a c c o r d i n g t o e q u a t i o n ( 3 . 1 0 ) : 

S t a t e s S1 S 2 S 3 S ^ S 5 T o t a l 

£. 1.1 l . U .6 .3 .3 3.7 

T h e 196 l l i b e r a l i z a t i o n o f c h a r t e r i n g a n d r e g u l a t o r y p o l i c i e s 

f o r n a t i o n a l b a n k s b y J a m e s S a x o n , t h e C o m p t r o l l e r o f t h e C u r r e n c y , 

h a d e n c o u r a g e d t h e e n t r y o f a n d t h e c o n v e r s i o n o f b a n k s t o n a t i o n a l 

b a n k s i n 1963 a n d 196k. T h e r e w e r e t w e l v e a n d e i g h t new n a t i o n a l 

b a n k s i n 1963 a n d I96U r e s p e c t i v e l y . T h i s f a c t m a k e s t h e a s s u m p ­

t i o n o f c o n s t a n t m e a n r a t e o f e n t r y q u i t e u n t e n a b l e . I t w o u l d b e 

r e a l i s t i c i n t h i s s i t u a t i o n t o r e g r e s s £ ( t ) o n t h e r e l e v a n t e x o g ­

e n o u s v a r i a b l e s . I f t h i s i s d o n e w i t h t h e p o l i c y c h a n g e a b o v e , 

t h e f o l l o w i n g e s t i m a t e d m e a n r a t e s o f e n t r y w o u l d b e o b t a i n e d : 

S 1 S 2 S 3 S ^ S 5 T o t a l 

£ . ( 1 ) = . . . = £ i ( 8 ) .9 -9 .1 0 0 1.9 

£ . ( 9 ) = . . . = ^ ( 1 3 ) l . J t 2 . 2 1.1+ . 8 . 8 6 .6 

T e s t i n g o f H y p o t h e s e s 

I n e c o n o m i c a n a l y s i s , i t i s e s s e n t i a l t o t e s t s t a t i s t i c a l l y 

some o f t h e b a s i c a s s u m p t i o n s u n d e r l y i n g t h e m o d e l i n u s e . T h e h y ­

p o t h e s i s t e s t s d e v e l o p e d i n S e c t i o n 5 c a n b e u s e d t o e x a m i n e s e v ­

e r a l a s s u m p t i o n s a b o u t t h e m o d e l . 

a ) T e s t o f s t a t i o n a r i t y f o r f i r s t o r d e r M a r k o v c h a i n : ( s e e 

s e c t i o n 5 - 2 ) . 
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T h e v a l u e s o f n . ( t ) ' s a n d p . , ( t ) ' s a r e l i s t e d i n A p p e n d i x 
i j i J 

T a b l e s 1 a n d 2 r e s p e c t i v e l y . T h e 1 3 - y e a r a v e r a g e p ^ ' s a n d n ^ j ' s 

a r e s h o w n i n S e c t i o n 7 - 3 . A c c o r d i n g t o e q u a t i o n ( 5 - 3 ) > 

5 5 13 5 5 
l o g X = Z Z n l o g p - Z Z Z n ( t ) l o g p ( t ) 

i=l j=o 1 J
 1 J t = l i = l j=0 J J 

= - 3253.08 - ( -3068.69) = - 18U.399 t h e n , 

- 2 l o g A = 368.798 w i t h ( 5 ) 2 ( 1 3 - 1 ) = 3 0 0 d e g r e e s o f f r e e d o m . 

2 

T h e x t a b l e s h o w s t h a t t h e c a l c u l a t e d v a l u e e x c e e d s t h e t a b l e 

v a l u e o f 3^1.395 a t 5 p e r c e n t s i g n i f i c a n c e l e v e l , b u t i s f a i r l y 

c l o s e t o t h e t a b l e v a l u e 366.Qhk a t .5 p e r c e n t s i g n i f i c a n c e 

l e v e l . 

b ) T e s t o f b o t h o r d e r a n d s t a t i o n a r i t y : ( s e e s e c t i o n 5 -3 ) . 

A c c o r d i n g t o e q u a t i o n (5 -5 )» l o g A = - 393.6k a n d - 2 l o g A = 

787.28 w i t h ( 1 3 - 1 ) ( 5 ) 3 - ( 5 ) 2 = 1UT5 d e g r e e s o f f r e e d o m . T h i s 

v a l u e i s m u c h l e s s t h a n t h e t a b l e v a l u e f o r r e j e c t i o n a t 5 p e r ­

c e n t s i g n i f i c a n c e l e v e l f o r t h e c o r r e s p o n d i n g d e g r e e s o f f r e e ­

d o m . 

c ) T e s t o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s f o r t h e new e n t r i e s : ( s e e 

s e c t i o n 5 . * 0 . 

A c c o r d i n g t o e q u a t i o n ( 5 - 9 ) , l o g A = - 3253.08- [ -31 1 +1.6 + 

( -102.571)] = - 5 . 9 1 , a n d - 2 l o g A = 1 1 . 8 2 w h i c h i s s m a l l e r 
2 2 

t h a n t h e x t a b l e v a l u e w i t h (5) = 2 5 d e g r e e s o f f r e e d o m a t 

t h e 5 p e r c e n t s i g n i f i c a n c e l e v e l . T h i s t e s t l e a d s t o a c o n ­

c l u s i o n t h a t t h e new e n t r i e s f o l l o w t h e same p r o b a b i l i s t i c 

l a w a s t h e o n e s o r i g i n a l l y i n t h e s y s t e m . 
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B a s e d o n t h e r e s u l t s o f t h e a b o v e t e s t s , t h e s m a l l v a r i -

a t i o n i n p ^ j ( t ) o v e r t , t h e l a r g e s a m p l e s i z e a n d t h e d e s i r e 

f o r a s i m p l e m a t h e m a t i c a l m o d e l , t h e s y s t e m i s w e l l r e p r e s e n t e d 

a s a f i r s t o r d e r a n d s t a t i o n a r y M a r k o v c h a i n . 

7.5 F o r e c a s t i n g 

I f t h e c h a i n i s o f f i r s t o r d e r a n d s t a t i o n a r y , f o r e c a s t i n g 

o f i t s f u t u r e b e h a v i o r c o u l d b e m a d e a s s t a t e d i n S e c t i o n 6 . T o 

p r e d i c t f u t u r e b a n k d i s t r i b u t i o n s i n t h i s e x a m p l e , f ^ r e p r e s e n t s 

t h e r o w v e c t o r o f t h e b a n k d i s t r i b u t i o n i n t h e s t a r t i n g y e a r , 

195 1*, I . e . , i'Q = ( 3 2 , 218, 1 3 2 , 6k, 2 7 ) , a n d P i s t h e e s t i m a t e d 

1 3 - y e a r a v e r a g e t r a n s i t i o n m a t r i x a s s h o w n i n S e c t i o n 7 - 3 . T h e 

e s t i m a t e d a n n u a l r a t e o f new b a n k e n t r i e s i s = ( l . l , l . U , 0 . 6 , 

0 . 3 , 0 . 3 ) i f a c o n s t a n t m e a n r a t e o f e n t r y i s a s s u m e d . T h e p r o ­

c e d u r e g i v e n i n S e c t i o n 6 i s u s e d t o o b t a i n p r o j e c t e d b a n k d i s ­

t r i b u t i o n s ( A ) f o r e a c h s u c c e s s i v e y e a r s i n c e 1951*; t h e y a r e 

s h o w n b y a d o t t e d l i n e i n t h e f i g u r e f o r t h e p e r i o d 1955-69 a n d 

i n t h e u p p e r h a l f o f T a b l e 3 f o r y e a r s 1970-75-

T a b l e 3 . P R E D I C T E D BANK D I S T R I B U T I O N S ( A ) a n d ( B ) , 1 9 7 0 - 7 5 

N I N T H F E D E R A L R E S E R V E D I S T R I C T 

s o S l S 2 S 3 S 4 S 5 
E x i s t i n g 

T o t a l 
E x i t 

Y e a r ( c u m u l a t e d ) 0% > 0 - < 2 1 % 2 1 - < 4 1 % 4 1 - < 6 1 % 6 1 % & O v e r 
V S 5 

( A ) W i t h A C o n s t a n t M e a n R a t e o f E n t r y 

1 9 7 0 35 4 3 2 0 0 1 0 6 8 7 62 4 9 8 
1971 37 4 3 2 0 0 1 0 6 8 7 6 3 4 9 9 
1 9 7 2 4 0 4 3 1 9 9 1 0 6 8 8 6 4 5 0 0 
1 9 7 3 4 2 4 3 1 9 9 1 0 6 8 9 6 4 501 
1 9 7 4 4 4 4 3 1 9 9 1 0 7 8 9 6 5 5 0 3 
1 9 7 5 4 6 4 3 1 9 9 1 0 7 90 6 5 5 0 4 

( B ) W i t h V a r i e d M e a n R a t e s o f E n t r y 

1 9 7 0 3 5 4 4 2 0 2 1 0 8 8 8 64 5 0 6 
1 9 7 1 37 4 4 2 0 3 1 0 9 9 0 6 5 511 
1 9 7 2 39 4 4 2 0 3 1 1 0 91 66 5 1 4 
1 9 7 3 4 2 4 5 2 0 4 111 9 2 67 5 1 9 
1 9 7 4 4 4 4 5 2 0 5 1 1 2 9 3 68 5 2 3 
1 9 7 5 47 4 5 2 0 6 1 1 3 9 5 69 5 2 8 



U s i n g t w o m e a n r a t e s o f e n t r y , a s e s t i m a t e d i n t h e l a t t e r 

p a r t o f S e c t i o n 7 - 3 , t h e p r e d i c t e d b a n k d i s t r i b u t i o n s ( B ) h a v e 

b e e n p l o t t e d w i t h a b r o k e n l i n e i n t h e f i g u r e f o r t h e p e r i o d 

1 9 5 5 - 6 9 a n d l i s t e d i n t h e l o w e r h a l f o f T a b l e 3 f o r y e a r s 1 9 7 0 - 7 5 -

T h e f i r s t e s t i m a t e d a n n u a l r a t e o f e n t r y | " = ( 0 . 9 , 0 . 9 , 0 . 1 , 0 , 0 ) 

w a s u s e d i n p r o j e c t i n g b a n k d i s t r i b u t i o n s f r o m 1 9 5 5 t o 1 9 6 2 , w h i l e 

t h e s e c o n d e n t r y r a t e o f £ ' = ( l . f c , 2 . 2 , l.U, 0 . 8 , 0 . 8 ) w a s u s e d 

i n p r o j e c t i n g b a n k d i s t r i b u t i o n s f r o m 1963 t o 1975-

A l t h o u g h t h e p r o j e c t e d n u m b e r s o f b a n k d i s t r i b u t i o n s ( A ) 

a n d ( B ) a r e s l i g h t l y d i f f e r e n t , t h e p r o j e c t e d p e r c e n t a g e d i s ­

t r i b u t i o n s o f b a n k s f r o m t h e s e t w o p r o c e s s e s a r e v e r y c l o s e . 

T h e o v e r a l l p e r c e n t a g e d i s t r i b u t i o n o f b a n k s i n t h e e a r l y 1 9 7 0 ' s 

w i l l b e l e s s t h a n 1 0 p e r c e n t i n S ^ , a b o u t 1*0 p e r c e n t i n S ^ , 2 0 

p e r c e n t i n S ^ , l e s s t h a n 2 0 p e r c e n t i n S ^ , a n d s l i g h t l y o v e r 10 

p e r c e n t i n S , _ . 

T h e G o o d n e s s o f F i t 

How g o o d a r e t h e s e M a r k o v c h a i n p r o j e c t i o n s ? 

a ) G r a p h i c c o m p a r i s o n : T h e f i g u r e g i v e s a g e n e r a l v i e w o f t h e d i f ­

f e r e n c e b e t w e e n t h e a c t u a l a n d t h e p r o j e c t e d n u m b e r o f b a n k s i n 

e a c h s t a t e . B o t h p r o j e c t i o n s ( A ) a n d ( B ) n o t o n l y p r o v i d e s m o o t h 

t r e n d l i n e s f o r e a c h s t a t e , b u t m o s t o f t h e t i m e a l s o c l o s e l y 

f o l l o w t h e a c t u a l n u m b e r o f b a n k s i n t h e s e s t a t e s d u r i n g t h e p a s t 

16 y e a r s . D o e s t h e f a c t t h a t t h e a c t u a l n u m b e r o f b a n k s i n S ^ 

a n d S , . ( a s s h o w n i n t h e f i g u r e ) h a s d e c l i n e d i n t h e p a s t f e w y e a r s 

s u g g e s t t h a t t h e d o w n w a r d t r e n d s i n t h e s e t w o c a t e g o r i e s w i l l c o n ­

t i n u e i n t h e f u t u r e ? T h i s q u e s t i o n i s d i f f i c u l t t o a n s w e r , f i r s t , 

b e c a u s e 1969 w a s a v e r y u n u s u a l y e a r s i n c e t i g h t m o n e t a r y p o l i c y 

p r e v a i l e d ; a n d s e c o n d , b e c a u s e t h e v a l u e o f a b a n k ' s f a r m l o a n 
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r a t i o d e p e n d s o n s e v e r a l f a c t o r s , s u c h a s t h e b a n k ' s g r o w t h 

r a t e o f f a r m l o a n s r e l a t i v e t o t h a t o f t o t a l l o a n s , t h e f u t u r e 

b e h a v i o r o f f a r m e r s ' c a p i t a l i n v e s t m e n t p a t t e r n s , t h e c h a n g i n g 

f a r m s i z e t o a l a r g e r s c a l e t h u s r e q u i r i n g l a r g e r a m o u n t s o f 

f a r m l o a n s , t h e c o s t o f b o r r o w i n g , e t c . 

2 

X t e s t o f t h e g o o d n e s s o f f i t f o r t h e t i m e p e r i o d 1955-1967= 

2 

V a r i o u s x t e s t s w e r e p e r f o r m e d t o m e a s u r e t h e d i f f e r e n c e s 
b e t w e e n t h e a c t u a l a n d t h e p r o j e c t e d n u m b e r o f b a n k s i n e a c h 

2 
s t a t e . T h e r e s u l t i n g x v a l u e s f o r i n d i v i d u a l y e a r s a r e a l l 

2 

s m a l l e r t h a n t h e c r i t i c a l x t a b l e v a l u e , w h i c h i s 9 -^9 a t t h e 0 . 5 

s i g n i f i c a n c e l e v e l w i t h k d e g r e e s o f f r e e d o m , f o r r e j e c t i o n . I t 

i s , t h e n , c o n c l u d e d t h a t t h e r e i s n o e v i d e n c e o f a d i f f e r e n c e b e ­

t w e e n t h e a c t u a l b a n k d i s t r i b u t i o n s a n d t h o s e p r o j e c t e d b y M a r k o v 

c h a i n t e c h n i q u e s . 
2 

X t e s t s o n p r e d i c t e d b a n k d i s t r i b u t i o n s i n 1968 a n d 1 9 6 9 : T h e 

d a t a f r o m 1968 a n d 1969 w e r e n o t u s e d i n t h e i n i t i a l e s t i m a t i o n 

o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y m a t r i x . T h e r e f o r e a c o m p a r i s o n o f 

t h e p r o j e c t e d b a n k d i s t r i b u t i o n s w i t h t h e a c t u a l l y o b s e r v e d b a n k 

d i s t r i b u t i o n s f o r t h o s e y e a r s i s p a r t i c u l a r l y v a l u a b l e . T e s t s 

w e r e made t o e x a m i n e how c l o s e t h e t w o t y p e s o f M a r k o v p r o j e c ­

t i o n s f o r 1968 a n d 1969 w e r e t o t h e a c t u a l b a n k d i s t r i b u t i o n i n 

t h o s e y e a r s . T h e a c t u a l n u m b e r o f b a n k d i s t r i b u t i o n i n a p a r ­

t i c u l a r y e a r c o u l d b e c o m p a r e d w i t h p r o j e c t i o n s ( A ) a n d ( B ) 

b a s e d o n t h e d i s t r i b u t i o n i n a s t a r t i n g y e a r s u c h a s 1 9 5 4 ( t h e 

f i r s t y e a r i n v o l v e d i n t h e c o m p u t a t i o n o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l ­

i t i e s ) , a y e a r o r f i v e y e a r s p r e c e d i n g t h e y e a r t o b e p r o j e c t e d . 

F o r 1968, t h r e e s t a r t i n g y e a r s — 1 9 5 4 , 1963, a n d 1967 — w e r e 

c h o s e n i n t h e p r o j e c t i o n p r o c e s s . T h e t r a n s i t i o n m a t r i x o f a 
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1 3 - y e a r a v e r a g e w a s u s e d i n a l l t h r e e c a s e s . T h e r e s u l t i n g p r o ­

j e c t i o n s ( A ) a n d ( B ) a n d t h e a c t u a l b a n k d i s t r i b u t i o n s i n 1968 

2 
a s w e l l a s t h e i r r e s p e c t i v e x t e s t v a l u e s a r e s h o w n i n t h e 

2 
u p p e r h a l f o f T a b l e k. A l l p r o j e c t i o n s h a v e x v a l u e s l e s s t h a n 

2 

t h e c r i t i c a l t a b l e v a l u e x Q c 1. = 9-^9 f o r r e j e c t i o n . T h u s , 

a n y o n e o f t h e m i s a g o o d p r e d i c t o r f o r b a n k d i s t r i b u t i o n s i n 

1968. 
T h r e e s t a r t i n g y e a r s — 1 9 5 4 , 1964 , a n d 1968 — w e r e u s e d 

i n t h e p r o j e c t i o n f o r 1969. T h e t w o t y p e s o f p r e d i c t e d n u m b e r 

2 
o f b a n k s i n e a c h c l a s s a n d t h e i r c o r r e s p o n d i n g x v a l u e s a r e 

2 

s h o w n i n t h e l o w e r h a l f o f T a b l e h. T h e s e x v a l u e s a r e a l s o 

s m a l l e r t h a n t h e c r i t i c a l v a l u e f o r r e j e c t i o n . 

Table 4. ACTUAL AND PROJECTED BANK DISTRIBUTIONS FOR 1968 AND 1969 

USING 13-YEAR AVERAGE P 

NINTH FEDERAL RESERVE DISTRICT 

States S 0 SJL S 2 S 3 S^ S 5 Exist ing x -value 

1968 Actual 

1954 base A 
B 

1963 base A 
B 

1967 base A 
B 

1969 Actual 

1954 A 
B 

1964 A 
B 

1968 A 
B 

32 44 206 

30 42 201 
30 43 202 

29 40 200 
29 42 204 

30 45 202 
30 45 203 

38 50 205 

33 43 201 
32 43 202 

30 41 206 
30 43 210 

34 44 205 
34 44 206 

107 80 53 

105 85 60 
106 86 61 

105 86 61 
109 89 63 

98 86 63 

99 86 64 

109 77 49 

105 86 61 
107 07 62 
106 86 62 
110 89 64 

106 81 55 
107 82 55 

490 

494 1.50 
498 1.71 

492 2.40 
507 2.96 

494 3.07 
497 3.16 

490 

496 5.43 
501 6.22 

501 7.87 
516 8.53 

491 2.53 
494 2.29 



T e s t f o r t h e s t a t i o n a r i t y o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s i n 1968 

a n d 1969: 

i ) T e s t o f I968 t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s : S i n c e t h e d a t a f o r 

1968 w e r e a v a i l a b l e , t h e f r e q u e n c y d i s t r i b u t i o n i n e a c h 

s t a t e a n d a t r a n s i t i o n m a t r i x [ p ^ ( l 9 6 8 ) ] w e r e c a l c u l a t e d 

( s e e kth c o l u m n f r o m t h e e n d i n b o t h A p p e n d i x T a b l e s 1 a n d 

2 ) . I t i s o f i n t e r e s t t o t e s t i f t h e 1968 P ^ ' s f o l l o w 

t h e same p r o b a b i l i s t i c l a w a s t h e o n e w i t h t h e 1 3 - y e a r 

a v e r a g e P ^ ' s - T h e n u l l h y p o t h e s i s u n d e r t e s t i n g , t h e n , i s 

V P i J ( 1 9 6 8 ) = P . j 

H a : P i J ( l 9 6 8 ) * p . i . 

I f n a n d p . r e p r e s e n t t h e p o o l e d l U - y e a r ( 1 9 5 ^ - 1 9 6 8 ) 

n u m b e r c o u n t o f b a n k s a n d t h e a v e r a g e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y 

r e s p e c t i v e l y ( s e e s e c o n d c o l u m n f r o m t h e e n d i n b o t h A p p e n d i x 

T a b l e s 1 a n d 2 ) , t h e l i k e l i h o o d r a t i o t e s t c a n b e w r i t t e n a s 

f o l l o w s : 

5 5 
A = H JL 

1=1 J = 0 

lk 
LL 

t = i 
p u 

13 . 
HP P (1968) 

t = i J J 

2 2 
- 2 l o g X i s a s y m p t o t i c a l l y x w i t h m = 25 d e g r e e s o f f r e e d o m . 

T h e c o m p u t e d v a l u e o f - 2 l o g X i s 3 3 - 9 w h i c h i s l e s s t h a n t h e 

2 

X v a l u e o f 3 7 - 7 f o r r e j e c t i o n . I t i s , t h e n , c o n c l u d e d t h a t 

t h e new 1968 t r a n s i t i o n m a t r i x i s n o t d i f f e r e n t f r o m t h e o n e 

w i t h 1 3 - y e a r a v e r a g e s a t a . 0 5 l e v e l o f s i g n i f i c a n c e . 



i i ) T e s t o f 1969 t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s : B y t h e same p r o c e d u r e , 

t h e s t a t i o n a r i t y o f t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s i n 1969 c o u l d b e 

t e s t e d , w i t h T = 15 a n d t h e p o o l e d 1 5 - y e a r n ' s a n d p . , ' s 
1 j 1 j 

( s e e l a s t c o l u m n s i n A p p e n d i x T a b l e s 1 a n d 2 ) f o r t h e n u m e r ­

a t o r s , a n d p o o l e d l U - y e a r n . . ' s , p ' s , n . . ( l 9 6 9 ) , p . , ( l 9 6 9 ) 
1 J i J 1 j 1 j 

f o r t h e d e n o m i n a t o r s i n t h e a b o v e e q u a t i o n . T h e f r e q u e n c y 

d i s t r i b u t i o n a n d t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f 1969 b a n k s a r e 

l i s t e d i n t h e t h i r d c o l u m n s f r o m t h e e n d o f t h e A p p e n d i x 

T a b l e s 1 a n d 2 . T h e c o m p u t e d v a l u e o f - 2 l o g X i s 2k.77 
2 

w h i c h i s a l s o l e s s t h a n t h e c r i t i c a l v a l u e o f x f ° r r e ­

j e c t i o n , 37-7- T h e r e f o r e , i t i s a l s o c o n c l u d e d t h a t t h e 

t r a n s i t i o n m a t r i x f r o m 1968 t o 1969 i s n o t d i f f e r e n t f r o m t h e 

o n e w i t h l U - y e a r a v e r a g e s . 

8. C O N C L U S I O N 

T h e m o d e l p r o p o s e d i n S e c t i o n 2 f o r a M a r k o v c h a i n h a v i n g s t o c h a s t i c 

e n t r y a n d e x i t p r o v i d e s a g e n e r a l t o o l f o r p r e d i c t i n g t h e b e h a v i o r o f c o m p l e x 

s y s t e m s . D u e t o t h e c o m p l e t e n e s s o f h i s t o r i c a l d a t a a v a i l a b l e o n b a n k s i n 

t h e N i n t h F e d e r a l R e s e r v e D i s t r i c t , i t w a s p o s s i b l e t o a p p l y a n d t e s t t h e 

t h e o r e t i c a l m o d e l o n t h e s e e m p i r i c a l d a t a . T h e r e s u l t s s h o w n i n S e c t i o n 7 

r e v e a l t h a t ( l ) t h e m o v e m e n t s o f d i s t r i c t m e m b e r b a n k s c o u l d b e e f f e c t i v e l y 

d e s c r i b e d a s a M a r k o v c h a i n w i t h s t o c h a s t i c e n t r y a n d e x i t ; ( 2 ) t h e t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s o f t h e s e b a n k s c o u l d b e t r e a t e d a s f i r s t o r d e r a n d s t a t i o n a r y ; 

(3) t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f n e w l y e n t e r e d b a n k s f o l l o w t h e same 

p r o b a b i l i s t i c l a w a s t h e o r i g i n a l b a n k s i n t h e s y s t e m ; (h) p r o j e c t i o n s b a s e d 

o n 195** p r o v i d e e s t i m a t e s y i e l d i n g r e l a t i v e l y l o w c h i - s q u a r e v a l u e s . I t i s , 

t h e n , h o p e d t h a t t h e m e t h o d s i l l u s t r a t e d h e r e w i l l s u g g e s t i n t e r e s t i n g new 

p a t h s f o r f u t u r e r e s e a r c h e r s i n t o b a n k i n g s y s t e m b e h a v i o r . M o s t i m p o r t a n t l y , 

i t i s h o p e d t h a t t h e m o d e l p r e s e n t e d i n t h i s s t u d y w i l l p r o v i d e s o m e i n s i g h t 

i n t o t h e w a y s o f h a n d l i n g s t a t i s t i c a l p r o b l e m s i n v o l v i n g e n t r y a n d e x i t . 
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Appendix Table 1. NUMBER OF MEMBER BANKS IN FIRST ORDER MARKOV CHAIN STATES 

NINTH FEDERAL RESERVE DISTRICT 

(n. 0 ( t ) - KUMBEl IN COLUMN 1, TABLE 1, n . , (t) - 0 for J - 1 J) 

Yaara 1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 14-yaar 15-jraar 
I I | | total t o t . l 

fl} 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 (1954-68) (1954-69) 

"10 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 3 3 

n l l 27 29 30 30 31 29 31 31 30 32 33 38 40 40 40 433 493 

n12 J 6 4 2 2 6 2 5 4 3 2 4 2 4 3 53 56 

"13 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

"l4 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 2 

"15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 

n 20 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 1 3 2 1 2 11 13 

"21 8 5 1 2 .4 4 4 2 5 1 7 3 4 3 8 53 61 

"22 192 192 197 199 197 1S7 183 187 191 199 196 192 195 192 190 2699 2889 

n 
23 

17 11 12 10 19 10 12 6 11 6 9 6 5 7 6 141 147 

"24 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 6 6 
n 

25 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 2 

"30 1 0 0 0 0 1 0 3 0 1 0 1 1 1 2 9 11 
n 

11 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 2 

II 
12 

10 11 9 19 2 7 11 14 5 5 4 10 6 10 11 123 134 

"33 109 117 106 98 86 92 93 82 77 86 81 76 78 83 87 1264 1351 

"34 12 13 22 10 28 9 11 14 17 8 19 6 9 2 7 180 187 

"35 0 0 2 0 4 0 2 0 0 0 1 1 0 0 0 10 10 

"40 0 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 5 6 

"41 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

"42 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 3 0 0 0 0 5 5 

"43 15 10 9 12 4 12 8 10 11 11 3 11 11 17 12 144 156 

"44 39 41 43 55 47 63 64 61 65 66 59 66 69 65 58 803 861 

"45 10 5 8 6 21 2 13 6 11 11 13 4 6 3 9 121 130 

"50 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 1 4 5 

"51 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 

"52 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 2 

"53 0 1 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 1 0 2 5 7 

"54 7 6 7 8 2 12 3 12 3 6 1 12 8 13 11 100 111 

"55 20 22 20 21 25 36 35 37 40 47 55 59 56 50 39 523 562 



Appendix Table 2. FIRST ORDER TARNSITION PROBABILITIES FOR MEMBER BANKS INTHE NINTH FEDERAL RESERVE DISTRICT 

( p o o ( t ) • »oo " l'»«J ( 0 • »oj • 0 « « 1 - 1 s ) 

Y«ar« 195* 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 14-y»«r 15-y«»r 
• v a r . g . . v . r . g . 

|, 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 (1954-68) (1954-69) 

P l O 0 0 .0286 0 0 0 0 .0270 0 

" l l .8438 . 8286 .8571 .9375 .9394 .7838 .9118 .8378 .8823 

P12 .1562 .1714 .1143 .0625 .0606 .1622 .0588 .1352 .1177 

"13 0 0 0 0 0 .0270 0 0 0 

"14 0 0 0 0 0 .0270 0 0 0 

'15 0 0 0 0 0 0 .0294 0 0 

l'20 0 0 0 0 0 .0050 .0050 .0102 0 

''21 .0367 .0240 .0047 .0095 .0180 .0198 .0200 .0101 .0242 

'•22 .8807 .9231 .9293 .9431 .8874 .9257 .9150 .9492 .9227 

P23 .0780 .0529 .0566 .0474 .0856 .0495 .0600 .0305 .0531 

"24 .0046 0 .0047 0 .0090 0 0 0 0 

"25 0 0 .0047 0 0 0 0 0 0 

"JO .0076 0 0 0 0 .0092 0 .0265 0 

" l l 0 0 0 0 .0083 0 0 0 0 

"32 .0757 .0780 .0647 .1496 .0165 .0642 .0940 .1239 .0505 

"j3 
.8258 .8298 .7626 .7747 . 7107 .8440 .7949 .7257 . 7778 

'» .U909 .0922 .1583 .0757 .2314 .0826 .0940 .1239 .1717 

» M 0 0 .0144 0 .0331 0 .0171 0 0 

P40 0 .0339 0 0 .0137 .0126 0 0 0 

P41 0 0 0 0 0 .0127 0 0 0 

P42 0 .0170 0 0 0 0 0 .0128 0 

P43 .2344 .1695 .1500 .1644 .0548 .1519 .0941 .1282 .1264 

P44 .6094 .6949 .7167 .7534 .6438 .7975 .7529 .7821 .7471 

P45 .1562 .0847 .1333 .0822 .2877 .0253 .1530 .0769 .1265 

P50 0 .0333 0 0 0 0 0 .0392 0 

P 5 l 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 

P52 0 0 0 .0323 0 0 0 0 0 

P53 0 .0333 0 .0323 0 .0400 0 0 0 

P54 .2593 .2000 .2593 .2580 .0741 .2400 .0790 .2353 .0698 

P55 .7407 .7334 .7407 .6774 .9259 .7200 .9210 .7255 .9302 

0 0 0 0 .0222 0 .0058 .0054 

.8649 .9211 .9048 .9324 .8889 .9091 .8830 .8851 

.1351 .0326 .0932 .0476 .0889 .0682 .1033 .1005 

0 0 0 0 0 0 .0020 .0018 

0 .0263 0 0 0 0 .0039 .0036 

0 0 0 0 0 .0227 .0020 .0036 

0 .0047 .0145 .0097 .0049 .0097 .0038 .0042 

.0049 .0329 .0145 .0194 .0148 .0388 .0182 .0196 

.9660 .9202 .9275 .9466 .9458 .9224 .9269 .9266 

.0291 .0422 .0290 .0243 .0345 .0291 .0484 .0471 

0 0 .0097 0 0 0 .0020 .0019 

0 0 .0048 0 0 0 .0007 .0006 

.0099 0 .0106 .0107 .0104 .0187 .005 7 .0C65 

.0099 0 0 0 0 0 .0013 .0012 

.0495 .0381 .1064 .0638 .1042 .1028 .0774 .0791 

.8515 .7714 .8085 .8298 .8646 .8131 .7960 .7970 

,0792 .1810 .0638 .0937 .0208 .0654 .1133 .1103 

0 .0095 .0107 0 0 0 .0063 .0059 

0 0 0 0 .0116 .0125 .0046 .0052 

0 0 0 0 0 0 .0009 .0009 

0 .0375 0 0 0 0 .0046 .0043 

.1250 .0375 .1358 .1279 .19 77 .1500 .1335 .1346 

.7500 .7375 .8148 .8023 .7558 . 7250 .7442 .7429 

.1250 .1875 .0494 .0698 .0349 .1125 .1122 .1121 

0 .0172 0 0 0 .0189 .0063 .0073 

0 0 0 .0151 0 0 .0016 .0014 

0 .0172 0 0 0 0 .0031 .0029 

0 0 0 .0152 0 .0377 .0079 .0102 

.1132 .0173 .1690 .1212 .2063 .2075 .1575 .1613 

.8868 .9483 .8310 .8485 .7937 .7359 .8236 .8169 
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