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ABSTRACT  

Earlier researchers have found either no relation or a positive relation between the conditional 
expected return and the conditional variance of the monthly excess return on stocks when they used 
the standard GARCH-M model. This is in contrast to the negative relation found when other 
approaches were used to model conditional variance. We show that the difference in the estimated 
relation arises because the standard GARCH-M model is misspecified. When the standard model 
is modified allow for (i) the presence for seasonal patterns in volatility, (ii) positive and negative 
innovations to returns to having different impacts on conditional volatility, and (iii) nominal interest 
rates to affect conditional variance, we once again find support for a negative relation. Using the 
modified GARCH-M model, we also show that there is little evidence to support the traditional view 
that conditional volatility is highly persistent. Also, positive unanticipated returns result in a 
downward revision of the conditional volatility whereas negative unanticipated returns result in an 
upward revision of conditional volatility of a similar magnitude. Hence the time series properties 
of the monthly excess return on stocks appear to be substantially different from that of the daily 
excess return on stocks. 
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O N T H E R E L A T I O N B E T W E E N T H E 

E X P E C T E D V A L U E A N D T H E V O L A T I L I T Y O F 

T H E N O M I N A L E X C E S S R E T U R N O N S T O C K S 

T h e t r a d e o f f b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n h a s l o n g b e e n a n i m p o r t a n t t o p i c i n 

a s s e t v a l u a t i o n r e s e a r c h . M o s t o f t h i s r e s e a r c h h a s e x a m i n e d t h e t r a d e o f f 

b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n a m o n g d i f f e r e n t s e c u r i t i e s w i t h i n a g i v e n t i m e p e r i o d . 

T h e i n t e r t e m p o r a l r e l a t i o n b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n h a s r e c e n t l y b e e n e x a m i n e d b y 

s e v e r a l a u t h o r s . T h i s p a p e r e x t e n d s t h a t r e s e a r c h . 

T h e r e i s g e n e r a l a g r e e m e n t t h a t i n v e s t o r s , w i t h i n a g i v e n t i m e p e r i o d , w i l l 

r e q u i r e a l a r g e r e x p e c t e d r e t u r n f r o m a s e c u r i t y t h a t i s m o r e r i s k y . H o w e v e r , 

t h e r e i s n o s u c h a g r e e m e n t a s t o w h e t h e r i n v e s t o r s w i l l r e q u i r e a l a r g e r r i s k 

p r e m i u m o n a v e r a g e f o r i n v e s t i n g i n a s e c u r i t y d u r i n g t i m e s w h e n t h e s e c u r i t y i s 

m o r e r i s k y . A t f i r s t b l u s h , i t m a y a p p e a r t h a t r a t i o n a l r i s k - a v e r s e i n v e s t o r s 

w o u l d r e q u i r e a r e l a t i v e l y l a r g e r r i s k p r e m i u m d u r i n g t i m e s w h e n t h e p a y o f f f r o m 

t h e s e c u r i t y i s m o r e r i s k y . A l a r g e r r i s k p r e m i u m m a y n o t b e r e q u i r e d , h o w e v e r , 

b e c a u s e t i m e p e r i o d s w h i c h a r e r e l a t i v e l y m o r e r i s k y c o u l d c o i n c i d e w i t h t i m e 

p e r i o d s w h e n i n v e s t o r s a r e b e t t e r a b l e t o b e a r p a r t i c u l a r t y p e s o f r i s k . 

F u r t h e r , a l a r g e r r i s k p r e m i u m m a y n o t b e r e q u i r e d b e c a u s e i n v e s t o r s m a y w a n t t o 

s a v e r e l a t i v e l y m o r e d u r i n g p e r i o d s w h e n t h e f u t u r e i s m o r e r i s k y . I f a l l t h e 

p r o d u c t i v e a s s e t s a v a i l a b l e f o r t r a n s f e r r i n g i n c o m e t o t h e f u t u r e c a r r y r i s k a n d 

n o r i s k - f r e e i n v e s t m e n t o p p o r t u n i t i e s a r e a v a i l a b l e , t h e n t h e p r i c e o f t h e r i s k y 

a s s e t m a y b e b i d u p c o n s i d e r a b l y , t h e r e b y r e d u c i n g t h e r i s k p r e m i u m . 1 H e n c e a 

p o s i t i v e a s w e l l a s a n e g a t i v e s i g n f o r t h e c o v a r i a n c e b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l 

m e a n a n d t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s w o u l d b e 

c o n s i s t e n t w i t h t h e o r y . 

S i n c e t h e r e a r e c o n f l i c t i n g p r e d i c t i o n s a b o u t t h i s a s p e c t o f t h e t r a d e o f f 

b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n , i t i s i m p o r t a n t t o e m p i r i c a l l y c h a r a c t e r i z e t h e n a t u r e 

o f t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l m e a n a n d t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e 

e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s a s a g r o u p . 2 

T h e e m p i r i c a l l i t e r a t u r e o n t h i s t o p i c h a s a t t e m p t e d t o c h a r a c t e r i z e t h e 

n a t u r e o f t h e l i n e a r r e l a t i o n b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l m e a n a n d t h e c o n d i t i o n a l 
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v a r i a n c e o f t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s . H o w e v e r , t h e r e p o r t e d f i n d i n g s a r e a l s o 

s o m e w h a t c o n f l i c t i n g . 3 

M o s t o f t h e s u p p o r t f o r a z e r o o r p o s i t i v e r e l a t i o n h a s c o m e f r o m s t u d i e s 

t h a t u s e t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l o f s t o c h a s t i c v o l a t i l i t y . ( S e e B o l l e r s l e v , 

C h o u , a n d K r o n e r 1 9 9 2 f o r a n e x t e n s i v e s u r v e y o f G A R C H a n d G A R C H - M m o d e l s i n 

f i n a n c e . ) O t h e r s t u d i e s h a v e d o c u m e n t e d a n e g a t i v e r e l a t i o n b e t w e e n e x p e c t e d 

r e t u r n a n d c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . I n o r d e r t o r e s o l v e t h i s c o n f l i c t w e e x a m i n e 

t h e p o s s i b i l i t y t h a t t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l m a y n o t b e r i c h e n o u g h t o c a p t u r e 

t h e t i m e s e r i e s p r o p e r t i e s o f t h e m o n t h l y e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s . We c o n s i d e r 

a m o r e g e n e r a l s p e c i f i c a t i o n o f t h e G A R C H - M m o d e l . I n p a r t i c u l a r , ( i ) w e 

i n c o r p o r a t e d u m m y v a r i a b l e s i n t h e G A R C H - M m o d e l t o c a p t u r e s e a s o n a l e f f e c t s 

u s i n g t h e p r o c e d u r e f i r s t s u g g e s t e d b y G l o s t e n , J a g a n n a t h a n a n d R u n k l e ( 1 9 8 8 ) , 

( i i ) w e a l l o w f o r a s y m m e t r i e s i n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n , f o l l o w i n g t h e 

s u g g e s t i o n s o f G l o s t e n , J a g a n n a t h a n a n d R u n k l e ( 1 9 8 8 ) , ( i i i ) w e i n c l u d e n o m i n a l 

i n t e r e s t r a t e i n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n , a n d ( i v ) w e c o n s i d e r t h e 

E G A R C H - M s p e c i f i c a t i o n s u g g e s t e d b y N e l s o n ( 1 9 9 1 ) w i t h t h e m o d i f i c a t i o n s 

m e n t i o n e d i n ( i ) a n d ( i i i ) a b o v e . We f i n d a w e a k b u t s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t 

n e g a t i v e r e l a t i o n b e t w e e n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e a n d e x p e c t e d r e t u r n . 

O u r o t h e r f i n d i n g s a r e s o m e w h a t a t o d d s w i t h t h e e x i s t i n g l i t e r a t u r e . 

F i r s t , o u r d a t a p r o v i d e s l i t t l e e v i d e n c e t o s u p p o r t t h e b e l i e f t h a t t h e 

c o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y o f t h e m o n t h l y e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s i s h i g h l y 

p e r s i s t e n t . 4 S e c o n d , b o t h u n e x p e c t e d p o s i t i v e a n d n e g a t i v e e x c e s s r e t u r n o n 

s t o c k s c h a n g e n e x t p e r i o d ' s c o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y o f t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s 

b y t h e s a m e m a g n i t u d e . H o w e v e r , u n e x p e c t e d p o s i t i v e r e t u r n s r e s u l t i n a d o w n w a r d 

r e v i s i o n w h i l e u n e x p e c t e d n e g a t i v e r e t u r n s r e s u l t i n a n u p w a r d r e v i s i o n . 

I n c o n t r a s t , N e l s o n ( 1 9 9 1 ) a n d E n g l e a n d N g ( 1 9 9 1 ) , u s i n g d a i l y d a t a o n 

s t o c k - i n d e x r e t u r n s , f i n d t h a t l a r g e p o s i t i v e a s w e l l a s n e g a t i v e u n a n t i c i p a t e d 

r e t u r n s l e a d t o a n u p w a r d r e v i s i o n i n t h e c o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y , a l t h o u g h 

n e g a t i v e s h o c k s o f s i m i l a r m a g n i t u d e l e a d t o l a r g e r r e v i s i o n s . H e n c e t h e t i m e 

s e r i e s p r o p e r t i e s o f m o n t h l y e x c e s s r e t u r n s a r e s o m e w h a t d i f f e r e n t f r o m t h o s e o f 

d a i l y r e t u r n s r e p o r t e d i n N e l s o n ( 1 9 9 1 ) a n d E n g l e a n d N g ( 1 9 9 1 ) . 

T h e r e a r e n o t h e o r e t i c a l r e a s o n s f o r t h e p r o p e r t i e s o f t h e m o n t h l y a n d 

d a i l y r e t u r n s t o b e t h e s a m e . F o r e x a m p l e , N e l s o n ( 1 9 9 0 ) a r g u e s t h a t a s t h e 
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f r e q u e n c y a t w h i c h d a t a a r e s a m p l e d b e c o m e s v e r y h i g h , p e r s i s t e n c e s h o u l d b e c o m e 

l a r g e r . T h u s , o u r r e s u l t s f o r m o n t h l y d a t a a l o n g w i t h t h e r e s u l t s f o r d a i l y d a t a 

r e p o r t e d b y o t h e r s p r o v i d e a m o r e c o m p l e t e c h a r a c t e r i z a t i o n o f t h e t i m e s e r i e s 

p r o p e r t i e s o f s t o c k i n d e x r e t u r n s . 

T h e r e m a i n d e r o f t h e p a p e r p r o c e e d s a s f o l l o w s . S e c t i o n I d e s c r i b e s t h e 

m o d e l t h a t f o r m s t h e b a s i s f o r o u r e m p i r i c a l a n a l y s i s . S e c t i o n I I d i s c u s s e s t h e 

e c o n o m e t r i c i s s u e s i n v o l v e d a n d o u r e s t i m a t i o n m e t h o d s . S e c t i o n I I I c o n t a i n s t h e 

e m p i r i c a l r e s u l t s . S e c t i o n I V c o n c l u d e s . 

I. The r e l a t i o n between the cond i t iona l mean and the cond i t iona l 
var iance of the excess return on stocks 

C o n s i d e r t h e r e l a t i o n b e t w e e n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e a n d c o n d i t i o n a l m e a n 

g i v e n b y : 

E , [ x l + 1 ] = Po t

2 ( 1 ) 

W h e n x t + 1 i s t h e e x c e s s r e t u r n o n t h e a g g r e g a t e w e a l t h p o r t f o l i o , a n d a , 2 c a p t u r e s 

m o s t o f t h e e c o n o m i c u n c e r t a i n t y t h a t a g e n t s c a r e a b o u t , t h e m o d e l i n ( 1 ) i s t h e 

a p p r o x i m a t i o n t o t h e t r u e r i s k - r e t u r n r e l a t i o n d e r i v e d b y M e r t o n ( 1 9 8 0 ) . 

I n o u r e m p i r i c a l w o r k , w e w i l l a s s u m e t h a t ( 1 ) h o l d s e v e n f o r n o m i n a l 

r e t u r n s . We w i l l c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g g e n e r a l m o d e l f o r e s t i m a t i o n . 

E ( x l + 1 | F t ) = a + p v a r ( x 1 + 1 | F t ) ( 2 ) 

w h e r e F , d e n o t e s t h e i n f o r m a t i o n s e t o f a g e n t s . C a m p b e l l ( 1 9 9 2 ) p r o v i d e d 

s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r t h e r e l a t i o n g i v e n i n ( 2 ) t o h o l d a p p r o x i m a t e l y i n 

e q u i l i b r i u m , w h e r e x , i s t h e e x c e s s r e t u r n o n t h e m a r k e t - i n d e x p o r t f o l i o . 

H o w e v e r , P w i l l n o t i n g e n e r a l b e a m e a s u r e o f t h e r i s k - a v e r s i o n c o e f f i c i e n t o f 

t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t a n d a w i l l n o t i n g e n e r a l e q u a l z e r o . T h e r e l a t i o n i n 

( 2 ) f o r m s t h e b a s i s f o r o u r e m p i r i c a l w o r k . 

II. Est imat ing the model 

A . E c o n o m e t r i c i s s u e s : 

T h e p a r a m e t e r f$ i n t h e m o d e l g i v e n b y ( 2 ) c a n n o t b e e s t i m a t e d w i t h o u t 

s p e c i f y i n g h o w v a r i a n c e s c h a n g e o v e r t i m e , s i n c e V a r ( x l t l | F , ) c a n n o t b e d i r e c t l y 
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o b s e r v e d b y t h e e c o n o m e t r i c i a n . T o a p p r e c i a t e t h e d i f f i c u l t i e s i n v o l v e d , p r o j e c t 

b o t h s i d e s o f ( 2 ) o n G „ t h e e c o n o m e t r i c i a n ' s i n f o r m a t i o n s e t , w h i c h i s a s t r i c t 

s u b s e t o f t h e a g e n t s ' i n f o r m a t i o n s e t F , . D o i n g s o , w e g e t 

E ( x t | G t _ , ) = a + P E f v ^ . l G , , , ) . ( 3 ) 

H e n c e , w e c a n w r i t e 

x , = a + P E ( v t _ , | G t _ , ) + tit, w h e r e 

1 . = + c „ u , _ , = P [v ,_, - E ( v , _ i | G t _ , ) ] , a n d 

e , = x t - E I x . l F , , , ] . 

S i n c e , b y d e f i n i t i o n 

E [ e , 2 | F t - , J = v t _ „ 

«•»,-, = P [ B ( e t

s | F t . , ) - E ( e t

2 | G t _ 1 ) ] . 

N o t e t h a t E (t i t |G t _,) = B ( » , _ , | ^ _ , ) = E ( u t _ , e t | G t _ , ) = 0 . 

T h e r e f o r e , 

E ( n , 2 | G t _ , ) = l ( u l _ 1

a | a t _ i ) + E ( e t

2 | G t _ , ) . ( 4 ) 

T h e t e r m o n t h e l e f t i s t h e v a r i a n c e o f t h e e r r o r i n f o r e c a s t i n g x , b a s e d o n t h e 

e c o n o m e t r i c i a n ' s i n f o r m a t i o n s e t . T h e f i r s t t e r m o n t h e r i g h t i s t h e v a r i a n c e 

o f t h e m e a s u r e m e n t e r r o r , ( v , _ , - E f v ^ j l G , . , ] ) , a n d t h e s e c o n d t e r m i s t h e e x p e c t e d 

v a l u e o f t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e v t _ , b a s e d o n t h e e c o n o m e t r i c i a n ' s i n f o r m a t i o n 

s e t G t _ ! . U n l e s s t h e v a r i a n c e o f t h e m e a s u r e m e n t e r r o r i s a c o n s t a n t , w e c a n n o t 

o b t a i n a c o n s i s t e n t e s t i m a t e o f p . T h i s p r o b l e m w a s f i r s t p o i n t e d o u t b y P a g a n 

a n d U l l a h ( 1 9 8 8 ) . A l s o n o t i c e t h a t t h e i n t e r c e p t t e r m a i n e q u a t i o n ( 2 ) i s n o t 

i d e n t i f i a b l e b a s e d o n t h e s m a l l e r i n f o r m a t i o n s e t a v a i l a b l e t o t h e 

e c o n o m e t r i c i a n , s i n c e E t v ^ ^ G , . , ) m a y i n v o l v e a c o n s t a n t t e r m . 

T o s e e t h i s p r o b l e m m o r e c l e a r l y , c o n s i d e r n o w t h e s p e c i a l c a s e w h e r e 

E ( v t _ , | G , _ , ) = b 0 + b , z t _ , 

f o r s o m e z e G w h e r e b , i s a r o w v e c t o r a n d z t _ , i s a c o l u m n v e c t o r . T h e n 
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E ( t ) 2 , h - i ) = P W l V ^ j G , . , ) + ( bo+b . z , , , ) . 

T h e l e f t s i d e i s t h e v a r i a n c e o f t h e e x c e s s r e t u r n , c o n d i t i o n a l o n 

o b s e r v i n g t h e i n s t r u m e n t z a l o n e . T h e f i r s t t e r m o n t h e r i g h t s i d e i s t h e 

v a r i a n c e o f t h e m e a s u r e m e n t e r r o r P [v ,_ , - E ( v t _ 1 | G t _ i ) ] , a n d t h e s e c o n d t e r m i s t h e 

v a r i a n c e o f e , g i v e n z , _ , . 

T h e r e h a v e b e e n s e v e r a l a p p r o a c h e s t o t h e e s t i m a t i o n o f t h i s g e n e r a l 

e c o n o m e t r i c m o d e l . O n e a p p r o a c h w a s s u g g e s t e d b y C a m p b e l l ( 1 9 8 7 ) , a n d a s s u m e s 

t h a t V a r ( v , _ , | G , _ , ) i s a n a r b i t r a r y c o n s t a n t , w h i l e z , . , i s a v e c t o r o f o b s e r v a b l e 

v a r i a b l e s . I f V a r ( v , _ , | G , _ , ) i s a c o n s t a n t , t h e n w e c a n t e s t w h e t h e r P i s p o s i ­

t i v e . We c a n e s t i m a t e t h e r e g r e s s i o n e q u a t i o n s 

x , = c 0 + c , z , _ , + i)t a n d ( 5 ) 

il2, = do + d , z t _ , + Cf ( 6 ) 

S i n c e t h e e s t i m a t e d s l o p e c o e f f i c i e n t c , i s a c o n s i s t e n t e s t i m a t e o f Pb,, a n d d , 

p r o v i d e s a c o n s i s t e n t e s t i m a t e o f b , , t h e r a t i o o f a n y t w o c o r r e s p o n d i n g 

e l e m e n t s o f c , a n d d , w i l l p r o v i d e a c o n s i s t e n t e s t i m a t e o f p . I f z , _ , i s n o t a 

s c a l a r , t h e n w e m a y i m p o s e t h e c o n s t r a i n t t h a t t h e s l o p e c o e f f i c i e n t s i n ( 5 ) a n d 

t h e s l o p e c o e f f i c i e n t s i n ( 6 ) d i f f e r o n l y b y t h e s c a l e f a c t o r P i n e s t i m a t i n g p . 

S u c h a r e s t r i c t i o n a l s o p r o v i d e s a n a t u r a l t e s t f o r t h e v a l i d i t y o f t h e m o d e l 

s p e c i f i c a t i o n . We w i l l d e n o t e t h i s a p p r o a c h a s C a m p b e l l ' s i n s t r u m e n t a l v a r i a b l e 

m o d e l . 

A n o t h e r a p p r o a c h , t h e G A R C H - M m o d e l , a s s u m e s t h a t V a r ( v , _ , | G , _ ! ) i s 

i d e n t i c a l l y z e r o , a n d t h a t z , . , c o n s i s t s o f i n n o v a t i o n s a n d v a r i a n c e s t h a t , w h i l e 

u n o b s e r v a b l e , c a n b e e s t i m a t e d b y t h e e c o n o m e t r i c i a n . A g e n e r a l i z a t i o n o f t h e 

G A R C H - M a p p r o a c h , m a i n t a i n s t h e a s s u m p t i o n t h a t V a r ( v , _ , | G , _ , ) i s z e r o b u t a l l o w s 

z , . , t o c o n s i s t b o t h o f o b s e r v a b l e i n s t r u m e n t s a n d l a g g e d v a l u e s o f e s t i m a t e d 

v a r i a n c e s a n d i n n o v a t i o n s . We w i l l d e n o t e t h i s a p p r o a c h a s t h e M o d i f i e d G A R C H - M 

m o d e l . S i n c e t h e s p e c i c a t i o n o f t h e i n f o r m a t i o n s e t i s c r u c i a l f o r t h e M o d i f i e d 

G A R C H - M m o d e l , w e w i l l f i r s t d e s c r i b e t h e i n f o r m a t i o n s e t u s e d i n t h i s s t u d y a n d 

t h e n p r o c e e d t o d e s c r i b e t h e G A R C H - M m o d e l s w e e x a m i n e . 
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B . S p e c i f i c a t i o n o f t h e e c o n o m e t r i c i a n ' s i n f o r m a t i o n s e t : 

I m p l e m e n t a t i o n r e q u i r e s t a k i n g a s t a n d o n t h e v a r i a b l e s t h a t m a k e u p t h e 

i n s t r u m e n t v e c t o r , z , . I n o u r i n v e s t i g a t i o n s w e f o c u s a t t e n t i o n o n t h e 

v o l a t i l i t y i n f o r m a t i o n i n t h e f o l l o w i n g v a r i a b l e s : ( a ) n o m i n a l i n t e r e s t r a t e , ( b ) 

O c t o b e r a n d J a n u a r y s e a s o n a l d u m m i e s , a n d ( c ) u n a n t i c i p a t e d p a r t o f t h e e x c e s s 

r e t u r n t o s t o c k s . I n w h a t f o l l o w s w e p r o v i d e s o m e j u s t i f i c a t i o n a s t o w h y w e 

f o c u s o u r a t t e n t i o n o n t h e s e v a r i a b l e s . 

T h e u s e o f n o m i n a l i n t e r e s t r a t e s i n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e m o d e l s h a s s o m e 

i n t u i t i v e a p p e a l . I t h a s b e e n w e l l k n o w n s i n c e F i s c h e r ( 1 9 8 1 ) t h a t t h e v a r i a n c e 

o f i n f l a t i o n i n c r e a s e s w i t h i t s l e v e l . T o t h e e x t e n t t h a t s h o r t - t e r m n o m i n a l 

i n t e r e s t r a t e s e m b o d y e x p e c t a t i o n s a b o u t i n f l a t i o n , t h e y c o u l d b e a g o o d 

p r e d i c t o r o f f u t u r e v o l a t i l i t y i n e x c e s s r e t u r n s . U s i n g t h e i n f o r m a t i o n 

c o n t a i n e d i n n o m i n a l i n t e r e s t r a t e s , F a m a a n d S c h w e r t ( 1 9 7 7 ) , C a m p b e l l ( 1 9 8 7 ) , 

a n d B r e e n , G l o s t e n , a n d J a g a n n a t h a n ( 1 9 8 9 ) h a v e d e m o n s t r a t e d t h a t i t i s p o s s i b l e 

t o f o r e c a s t t i m e p e r i o d s w h e n t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s i s r e l a t i v e l y l a r g e a n d 

s i g n i f i c a n t l y l e s s v o l a t i l e . S i n g l e t o n ( 1 9 8 9 ) a l s o e x a m i n e d t h e a b i l i t y o f 

n o m i n a l i n t e r e s t r a t e s t o p r e d i c t c h a n g e s i n t h e v o l a t i l i t y o f s t o c k r e t u r n s . 

I n c l u d i n g d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l d u m m i e s i s m o t i v a t e d b y t h e s e a s o n a l 

p a t t e r n s i n v o l a t i l i t y o f s t o c k r e t u r n s r e p o r t e d i n L a k o n i s h o k a n d S m i d t ( 1 9 8 8 ) 

a n d K e i m ( 1 9 8 5 ) . T a b l e I p r e s e n t s t h e s u m m a r y s t a t i s t i c s f o r t h e m o n t h l y e x c e s s 

r e t u r n s o n t h e C R S P v a l u e - w e i g h t e d s t o c k - i n d e x p o r t f o l i o d u r i n g t h e p o s t - T r e a s u r y 

A c c o r d p e r i o d f o r t h e m o n t h s o f O c t o b e r , J a n u a r y , a n d o t h e r c a l e n d a r m o n t h s . 5 

A n a p p a r e n t i n c r e a s e i n O c t o b e r a n d J a n u a r y v o l a t i l i t y i s s u g g e s t e d b y r e s u l t s 

p r e s e n t e d i n p a n e l s A a n d C . 

D u r i n g t h e p e r i o d 1 9 5 1 : 4 t o 1 9 8 9 : 1 2 , m o n t h l y e x c e s s c o n t i n u o u s l y c o m p o u n d e d 

r e t u r n s o n t h e C R S P v a l u e - w e i g h t e d i n d e x o f s t o c k s , d u r i n g m o n t h s o t h e r t h a n 

O c t o b e r a n d J a n u a r y , h a d a m e a n o f 0 . 4 8 p e r c e n t a n d a s t a n d a r d d e v i a t i o n o f 3 . 8 3 

p e r c e n t . T h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f J a n u a r y e x c e s s r e t u r n s i s 5 . 1 9 p e r c e n t ( i . e . , 

1 . 3 5 t i m e s t h a t i n o t h e r m o n t h s ) a n d t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f O c t o b e r e x c e s s 

r e t u r n s i s 6 . 1 7 p e r c e n t ( 1 . 6 1 t i m e s t h a t i n o t h e r m o n t h s ) . W h i l e O c t o b e r a n d 

J a n u a r y a r e b o t h m o n t h s o f r e l a t i v e l y l a r g e r v o l a t i l i t y , O c t o b e r , u n l i k e J a n u a r y , 

h a s r e l a t i v e l y l o w e r e x c e s s r e t u r n s o n a v e r a g e t h a n o t h e r m o n t h s . 6 
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T h e r e a r e s e v e r a l p o t e n t i a l c o n t r i b u t i n g e x p l a n a t i o n s f o r t h e e x c e s s 

v o l a t i l i t y o f O c t o b e r a n d J a n u a r y e x c e s s r e t u r n s o n s t o c k s . I n f o r m a t i o n a b o u t 

t h e f a l l h a r v e s t s t a r t s c o m i n g i n d u r i n g O c t o b e r . E v e n t h o u g h a g r i c u l t u r e i s n o 

l o n g e r a s u b s t a n t i a l p a r t o f t h e U . S . e c o n o m y , t h e m u l t i p l i e r e f f e c t c o u l d b e 

t h e r e s i n c e a g r i c u l t u r a l o u t p u t f o r m s a n i m p o r t a n t i n p u t i n t o s e v e r a l i n d u s t r i e s . 

F u r t h e r , i m p o r t a n t p o l i t i c a l e l e c t i o n s o c c u r i n t h e f i r s t w e e k o f N o v e m b e r . 

I n f o r m a t i o n a b o u t t h e l i k e l y o u t c o m e o f t h e s e e l e c t i o n s c o m e i n d u r i n g O c t o b e r . 

R e l a t i v e l y m o r e n e w s a r r i v e s i n J a n u a r y s i n c e m o s t f i r m s ( a l m o s t t w o 

t h i r d s ) u s e t h e c a l e n d a r y e a r a s t h e i r f i s c a l y e a r . S u c h f i r m s w i l l c l o s e t h e i r 

b o o k s o n D e c e m b e r 3 1 . T h e a n n u a l r e p o r t s a r e t y p i c a l l y m o r e i n f o r m a t i v e s i n c e 

t h e y a r e d o n e m o r e c a r e f u l l y a n d a r e a u d i t e d . I n f o r m a t i o n f r o m s u c h r e p o r t s 

s t a r t s l e a k i n g i n d u r i n g t h e m o n t h o f J a n u a r y . F u r t h e r c o n s u m e r s a l e s e x h i b i t 

p r o n o u n c e d q u a r t e r l y s e a s o n a l p a t t e r n s . T h i s p a t t e r n a r i s e s b e c a u s e t h e f o u r t h 

q u a r t e r i s t h e i m p o r t a n t h o l i d a y s e a s o n . C o m p r e h e n s i v e a n d r e l i a b l e i n f o r m a t i o n 

a b o u t c o n s u m e r s p e n d i n g d u r i n g t h i s p e r i o d t y p i c a l l y b e c o m e s a v a i l a b l e d u r i n g 

J a n u a r y . 

T h e r e m a y b e s t o r i e s f o r o t h e r m o n t h s a s w e l l . F u r t h e r i n v e s t i g a t i o n s 

s h o u l d e x a m i n e o t h e r m o n t h s . L a u r i e C o h e n 7 , w r i t i n g i n a W a l l S t r e e t J o u r n a l 

a r t i c l e a t t r i b u t e s t o M a r k T w a i n t h e o b s e r v a t i o n , " O c t o b e r i s o n e o f t h e 

p e c u l i a r l y d a n g e r o u s m o n t h s t o s p e c u l a t e i n s t o c k s . T h e o t h e r s a r e : J u l y , 

J a n u a r y , S e p t e m b e r , A p r i l , N o v e m b e r , M a y , M a r c h , J u n e , D e c e m b e r , A u g u s t a n d 

F e b r u a r y . " 

W e a l s o a l l o w p o s i t i v e a n d n e g a t i v e i n n o v a t i o n s t o r e t u r n s t o h a v e 

d i f f e r e n t i m p a c t o n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . T o s e e w h y t h i s i s d e s i r a b l e , s u p p o s e 

d i s c o u n t r a t e s a r e c o n s t a n t a n d h a v e n o r e l a t i o n s h i p t o a n t i c i p a t e d f u t u r e 

v o l a t i l i t y . A n y u n a n t i c i p a t e d d e c r e a s e i n e x p e c t e d f u t u r e c a s h f l o w s w i l l 

d e c r e a s e t h e s t o c k p r i c e . I f t h e v a r i a n c e o f t h e f u t u r e c a s h f l o w s r e m a i n s t h e 

s a m e o r d o e s n o t f a l l p r o p o r t i o n a t e l y t o t h e f a l l i n s t o c k p r i c e s , t h e v a r i a n c e 

o f f u t u r e c a s h f l o w s p e r d o l l a r o f s t o c k p r i c e w i l l r i s e a n d f u t u r e r e t u r n s w i l l 

b e m o r e v o l a t i l e . H e n c e , i f m o s t o f t h e f l u c t u a t i o n s i n s t o c k p r i c e s a r e c a u s e d 

b y f l u c t u a t i o n s i n e x p e c t e d f u t u r e c a s h f l o w s a n d t h e r i s k i n e s s o f f u t u r e 

c a s h f l o w s d o e s n o t c h a n g e p r o p o r t i o n a l l y w h e n i n v e s t o r s r e v i s e t h e i r 
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e x p e c t a t i o n s , t h e n u n a n t i c i p a t e d c h a n g e s i n s t o c k p r i c e s a n d r e t u r n s w i l l i n 

g e n e r a l b e n e g a t i v e l y r e l a t e d t o u n a n t i c i p a t e d c h a n g e s i n f u t u r e v o l a t i l i t y . 

T h i s a r g u m e n t c a n b e m a d e a s r i g o r o u s a s f o l l o w s . C o n s i d e r a r e p r e s e n t a ­

t i v e - a g e n t e n d o w m e n t e c o n o m y . L e t y , d e n o t e t h e d a t e t e n d o w m e n t o f t h e s i n g l e 

c o n s u m p t i o n g o o d w h e r e 

y , = ao + a , y t _ , + e t ; E t _ , [ e , ] = 0 ; E , _ , [ e 2 ] = a 2 . 

S u p p o s e t h a t t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t i s r i s k n e u t r a l a n d t h a t t h e p r i c e o f a 

u n i t d i s c o u n t b o n d i s a c o n s t a n t , 6 ; t h a t i s , t h e r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e i s a 

c o n s t a n t , ( l - 6 ) / 6 , p e r p e r i o d . W i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y w e m a y a s s u m e t h a t t h e 

d i v i d e n d s a r e p a i d b y a s i n g l e f i r m e n t i r e l y o w n e d b y t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t . 

I n t h i s e c o n o m y , t h e e x p e c t e d r e t u r n o n a n y f i n a n c i a l a s s e t i s t h e s a m e a s t h e 

r i s k l e s s r e t u r n , a n d t h e r e i s n o i n t e r t e m p o r a l r e l a t i o n s h i p b e t w e e n r i s k a n d 

r e t u r n . 

I t c a n b e v e r i f i e d t h a t t h e p r i c e o f t h e s i n g l e f i r m i s g i v e n b y 

p , = ko + k , y t ; ko = 6 a , , / [ ( 1 - 6 ) ( l - a , 6 ) ] ; k , = 3 , 6 / ( 1 - 3 , 6 ) . 

T h e v a r i a n c e o f t h e r e t u r n , R, = ( P t + y t ) / p t - i i s g i v e n b y 

V a r , [ R t + 1 ] = V a r , ( ( p t + , + y l + , ) / p , ] = a , 2 ( l + k , ) V / ( k o + k , y t ) 2 . 

H e r e R, a n d V a r J R , , , ] a r e n e g a t i v e l y r e l a t e d . 8 

B l a c k ( 1 9 7 6 ) a n d C h r i s t i e ( 1 9 8 2 ) h a v e s u g g e s t e d a d i f f e r e n t r e a s o n f o r t h e 

n e g a t i v e e f f e c t o f c u r r e n t r e t u r n s o n f u t u r e v a r i a n c e : a d e c r e a s e i n t o d a y ' s 

s t o c k p r i c e c h a n g e s a f i r m ' s c a p i t a l s t r u c t u r e b y i n c r e a s i n g l e v e r a g e . T h i s 

i n c r e a s e d l e v e r a g e c a u s e s h i g h e r e x p e c t e d v a r i a n c e i n t h e f u t u r e . B o t h B l a c k a n d 

C h r i s t i e f i n d s u p p o r t f o r t h e i r p r e d i c t i o n s i n t h e r e l a t i o n b e t w e e n e x p e c t e d 

r e t u r n a n d v a r i a n c e f o r i n d i v i d u a l s t o c k s . 

C . M o d i f i e d G A R C H - M m o d e l f o r t h e v a r i a n c e 

C . l . M o d e l s p e c i f i c a t i o n s 

T h e G A R C H m o d e l a s s u m e s t h a t t h e i n f o r m a t i o n s e t o f i n v e s t o r s a n d t h e 

e c o n o m e t r i c i a n c o i n c i d e . T h e g e n e r a l M o d i f i e d G A R C H - M m o d e l c a n b e w r i t t e n a s : 
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E q u a t i o n f o r t h e c o n d i t i o n a l m e a n 

E [ x t + 1 | G t ] = p ( G t ) 

w h e r e fi{-) i s a f u n c t i o n t h a t d e s c r i b e s t h e n a t u r e o f t h e d e p e n d e n c e o f t h e 

c o n d i t i o n a l m e a n o n t h e e l e m e n t s o f t h e i n f o r m a t i o n s e t G , . H e n c e , w e c a n w r i t e 

*t+i = P( G i ) + e t + l f w i t h E [ e l + 1 | G , ] = 0 . 

E q u a t i o n f o r t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e 

V a r [ x l + 1 | G t ] = V a r [ e t + , | G t ] = V ( G t ) 

w h e r e V ( . ) i s a f u n c t i o n t h a t d e s c r i b e s t h e n a t u r e o f t h e d e p e n d e n c e o f t h e 

c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o n t h e e l e m e n t s o f t h e i n f o r m a t i o n s e t G , . I t i s c o n v e n i e n t 

t o a s s u m e t h a t t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e f u n c t i o n c a n b e d e c o m p o s e d i n t h e 

f o l l o w i n g w a y : 

V ( G t ) = f m ( G t _ , ) + f f G . X G , . , ) 

w h e r e f m ( G , _ , ) i s t h a t p a r t o f t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , V ( G t ) , t h a t d e p e n d s o n l y 

o n i n f o r m a t i o n k n o w n a s o f d a t e t - 1 , a n d f ( G , \ G , _ , ) i s t h a t p a r t o f t h e 

c o n d i t i o n a l v a r i a n c e t h a t d e p e n d s o n t h e n e w i n f o r m a t i o n , G ^ G , . , , t h a t b e c o m e s 

a v a i l a b l e a t d a t e t . 

N o w c o n s i d e r t h e s t a n d a r d G A R C H - M p r o c e s s s u g g e s t e d b y B o l l e r s l e v ( 1 9 8 6 ) 

f o r s t o c k e x c e s s r e t u r n , x „ g i v e n b y 

M O D E L 1 

x , = a , , + a , V t _ , + e , ( 7 ) 

v , _ , = b 0 + b l V , _ 2 + g , e 2 , _ i ( 8 ) 

w h e r e £ , _ , [ £ , ] = 0 a n d E , _ , ( e 2 ) = v t _ , . T h e G A R C H - M m o d e l s p e c i f i e s t h a t t h e 

c o n d i t i o n a l m e a n f u n c t i o n p ( G , _ , ) = a „ + a , v , _ , a n d t h a t t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e 

f u n c t i o n V ( G , _ , ) = b 0 + b , v t _ 2 + g , c 2 , _ i - T h a t i s , f m ( G t _ 2 ) = b 0 + b , v , _ 2 a n d f ( G t _ , ) = 

g , e 2

t _ , . T h e u n i v a r i a t e G A R C H - M m o d e l a s s u m e s t h a t t h e e c o n o m e t r i c i a n ' s 

i n f o r m a t i o n s e t c o n s i s t s o n l y o f t h e p a s t i n n o v a t i o n s t o t h e e x c e s s r e t u r n x t . 

H e n c e , t h e o n l y n e w i n f o r m a t i o n t h a t b e c o m e s a v a i l a b l e a t d a t e t - 1 i s e. , . T h e 



1 0 

m o d e l f u r t h e r a s s u m e s t h a t t h e f u n c t i o n f ( £ , _ , ) = g , e 2 , _ , . A s w e h a v e a r g u e d 

e a r l i e r , t h e r e a r e a p r i o r i r e a s o n s t o s u s p e c t t h a t t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e 

f u n c t i o n f ( e , _ ! ) = g ^ V i m a y n o t b e r e a s o n a b l e . 

I f f u t u r e v a r i a n c e i s n o t a f u n c t i o n o n l y o f t h e s q u a r e d i n n o v a t i o n t o 

c u r r e n t r e t u r n , t h e n a s i m p l e G A R C H - M m o d e l w i l l b e m i s s p e c i f i e d a n d a n y 

e m p i r i c a l r e s u l t s b a s e d o n i t a l o n e a r e n o t r e l i a b l e . I n M o d e l 2 w e a s s u m e t h a t 

t h e i m p a c t o f e , . , 2 o n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e v , . , w i l l b e d i f f e r e n t w h e n e, . , i s 

p o s i t i v e ( i . e . , w h e n I,., i n ( 9 ) i s 1 ) t h a n w h e n E m i s n e g a t i v e ( i . e . , w h e n I,., i n 

( 9 ) i s 0 ) . T h i s l e a d s t o 

M O D E L 2 

v , _ , = b 0 + b , v , _ 2 + g , e 2 , - , + g 2 6 2 t - i l t - i - ( 9 ) 

I n m o d e l s 3 t h r o u g h 5 w e w i l l r e l a x t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e i n f o r m a t i o n s e t 

G t c o n s i s t s o n l y o f p a s t r e a l i z a t i o n s o f t h e e x c e s s r e t u r n o n t h e s t o c k - i n d e x 

p o r t f o l i o . I n c l u d i n g t h e r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e 9 l e a d s t o 

M O D E L 3 

v , _ , = b 0 + b , v , _ 2 + b 2 r f t + g , e 2 _ , + g ^ V , ! , , , . ( 1 0 ) 

F o r r e a s o n s w e m e n t i o n e d e a r l i e r , w e e x p e c t O c t o b e r a n d J a n u a r y t o b e 

r e l a t i v e l y m o r e v o l a t i l e t h a n o t h e r m o n t h s . We t h e r e f o r e i n t r o d u c e J a n u a r y a n d 

O c t o b e r s e a s o n a l d u m m i e s i n t h e v a r i a n c e o f s t o c k - i n d e x e x c e s s r e t u r n s . F o r t h i s 

p u r p o s e w e a s s u m e t h a t t h e s e a s o n a l e f f e c t s a m p l i f y t h e u n d e r l y i n g fundamental 

v o l a t i l i t y ( w h i c h d o e s n o t b y d e f i n i t i o n e x h i b i t a n y s e a s o n a l p a t t e r n s ) i n t h e 

m o n t h s o f O c t o b e r a n d J a n u a r y b y a c o n s t a n t m o n t h s p e c i f i c s c a l e f a c t o r . We a l s o 

a s s u m e t h a t t h e f u n d a m e n t a l v o l a t i l i t y n e x t p e r i o d d e p e n d s o n l y o n t h e 

f u n d a m e n t a l p a r t o f t h e e x c e s s r e t u r n i n n o v a t i o n . 

I n p a r t i c u l a r , w e a s s u m e t h a t w e c a n w r i t e t h e e x c e s s r e t u r n i n n o v a t i o n i n 

a n v c a l e n d a r m o n t h a s a s c a l e m u l t i p l e o f s o m e u n d e r l y i n g f u n d a m e n t a l i n n o v a t i o n 

t h a t d o e s n o t e x h i b i t a n y s e a s o n a l p a t t e r n s , a s f o l l o w s : 



1 1 

e , = ( 1 + A . , O C T , + X2JAN t)>i l 

w h e r e d o e s n o t e x h i b i t a n y d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l b e h a v i o r . L e t h , _ , = Et_,[iit

2] 

d e n o t e t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f i)t. W e p o s t u l a t e t h a t h , e v o l v e s o v e r t i m e 

a c c o r d i n g t o 

M O D E L 4 

h , _ , = b 0 + b , h , _ 2 + g,n2,_i + g 2 n 2 t - i l t - i a n d ( 1 1 ) 

M O D E L 5 

h , _ , = b 0 + b , h , - 2 + b 2 r f l + g , t i 2t- i + g 2 « l 2 i - i l i - i • ( 1 2 ) 

N o t i c e t h a t M o d e l 1 i s o b t a i n e d f r o m M o d e l 5 b y i m p o s i n g t h e r e s t r i c t i o n t h a t 

= X2 = b 2 = g 2 = 0 . S i m i l a r l y , M o d e l s 2 , 3 , a n d 4 c a n b e c o n s i d e r e d a s r e s t r i c t e d 

v e r s i o n s o f M o d e l 5 . 

O u r a p p r o a c h t o m o d e l l i n g s e a s o n a l s i s d i f f e r e n t f r o m t h e o n e u s e d b y 

B a i l l i e a n d B o l l e r s l e v ( 1 9 8 9 ) . I n o u r s p e c i f i c a t i o n , w e a s s u m e t h a t w e c a n 

d e s e a s o n a l i z e t h e e x c e s s r e t u r n i n n o v a t i o n , e , t o g e t r\. T h e r e a l i z e d v a l u e o f 

t h e d e s e a s o n a l i z e d i n n o v a t i o n , i), i n f l u e n c e s t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e 

d i s t r i b u t i o n f r o m w h i c h t h e d e s e a s o n a l i z e d i n n o v a t i o n f o r t h e n e x t p e r i o d i s 

d r a w n f r o m . I n c o n t r a s t , i n B a i l e e a n d B o l l e r s l e v ( 1 9 8 9 ) , t h e s e a s o n a l p a r t o f 

t h e i n n o v a t i o n t o t h i s p e r i o d r e t u r n w i l l a f f e c t t h e v a r i a n c e o f t h e 

d e s e a s o n a l i z e d i n n o v a t i o n n e x t p e r i o d . 

B e c a u s e i n f e r e n c e i n G A R C H - M m o d e l s d e p e n d s o n c o r r e c t s p e c i f i c a t i o n o f t h e 

i n f o r m a t i o n s e t a n d t h e v a l i d i t y o f t h e f u n c t i o n s u s e d t o r e p r e s e n t t h e 

c o n d i t i o n a l m e a n a n d t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , w e e s t i m a t e t h r e e a d d i t i o n a l 

m o d e l s t o c h e c k o u r s p e c i f i c a t i o n . F i r s t , w e c h e c k f o r n o n l i n e a r i t y i n t h e m e a n 

e q u a t i o n b y a d d i n g v , . , " 2 t o M o d e l 2 a n d M o d e l 4 . T h e s e m o d e l s a r e t h e n c a l l e d 

M o d e l 6 a n d M o d e l 7 . I f t h e c o e f f i c i e n t o n v ^ , " 2 i s s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t f r o m 

z e r o , t h a t d i f f e r e n c e i s e v i d e n c e o f m i s s p e c i f i c a t i o n . 

I n t h e a b o v e m o d e l s , t h e r e a r e a p r i o r i r e a s o n s t o s u s p e c t t h a t t h e 

c o e f f i c i e n t g 2 a s w e l l a s g , + g 2 w i l l b e n e g a t i v e , s i n c e e m p i r i c a l e v i d e n c e 

s u g g e s t s t h a t a p o s i t i v e i n n o v a t i o n t o s t o c k r e t u r n i s a s s o c i a t e d w i t h a d e c r e a s e 

i n r e t u r n v o l a t i l i t y . H o w e v e r , i f g , + g 2 i s n e g a t i v e , c o n d i t i o n a l v a r i a n c e c a n 
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p o t e n t i a l l y b e c o m e n e g a t i v e f o r s o m e r e a l i z a t i o n o f e . H e n c e w e w i l l a l s o f o l l o w 

t h e s u g g e s t i o n o f E n g l e ( 1 9 8 2 ) a n d N e l s o n ( 1 9 9 1 ) a n d c o n s i d e r t h e e x p o n e n t i a l 

f o r m f o r t h e l a w o f m o t i o n f o r c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , a s g i v e n b e l o w . 

M O D E L 2 - L 

l ° g ( h t - i ) = b 0 + b , l o g ( h , _ 2 ) + g , l U _ i / / h , _ 2 + g 2 l | , _ i I t - i / < / h , _ 2 . ( 1 3 ) 

F o l l o w i n g N e l s o n ( 1 9 9 1 ) , w e u s e ) \_ 2 i n s t e a d o f f u n c t i o n s o f n . , . , 2 i n e q u a t i o n 

( 1 3 ) t o m i n i m i z e t h e i m p a c t o f e x t r e m e l y l a r g e r e a l i z a t i o n s i n a b s o l u t e v a l u e s o 

t h a t t h e s t o c h a s t i c p r o c e s s f o r h , w i l l b e w e l l b e h a v e d . 1 0 M o d e l 1 - L i s t h e s a m e 

a s m o d e l 2 - L b u t w i t h g 2 r e s t r i c t e d t o b e z e r o . 

S i n c e w e a l s o w a n t t o t e s t w h e t h e r t h e r i s k - f r e e r a t e h e l p s p r e d i c t 

c o n d i t i o n a l v a r i a n c e u s i n g t h e l o g s p e c i f i c a t i o n , w e a l s o e s t i m a t e 

M O D E L 3 - L 

l o g ( h , _ , ) = b 0 + b , l o g ( h , _ 2 ) + b 2 r f l + g , » » , _ , / > / h , _ 2 + g 2 h t _ 2 . ( 1 4 ) 

M o d e l 4 - L a n d 5 - L a d d d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s t o t h e v a r i a n c e e q u a t i o n o f 

M o d e l 2 - L a n d 3 - L i n t h e m a n n e r a d o p t e d f o r t h e l e v e l s p e c i f i c a t i o n . T w o 

a d d i t i o n a l m o d e l s w e r e e s t i m a t e d t o t e s t t h e s p e c i f i c a t i o n o f t h e E G A R C H - M m o d e l . 

M o d e l 6 - L a d d s v , _ , I / 2 t o t h e m e a n e q u a t i o n f o r M o d e l 4 - L . M o d e l 7 - L i s i d e n t i c a l 

t o M o d e l 2 - L , e x c e p t f o r t h e s t a r t i n g v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s u s e d i n 

e s t i m a t i o n , i . e . , M o d e l 7 - L c o r r e s p o n d s t o a l o c a l m a x i m u m w h e r e a s M o d e l 2 - L 

c o r r e s p o n d s t o a g l o b a l m a x i m u m . 

C . 2 . E s t i m a t i o n a n d i n f e r e n c e a n d d i a g n o s t i c t e s t s 

We e s t i m a t e a l l m o d e l s d i s c u s s e d i n t h i s s e c t i o n b y m a x i m i z i n g t h e l o g -

l i k e l i h o o d f u n c t i o n f o r t h e m o d e l , a s s u m i n g t h a t e , i s c o n d i t i o n a l l y n o r m a l l y 

d i s t r i b u t e d . E v e n i f t h i s a s s u m p t i o n i s i n c o r r e c t , a s l o n g a s t h e c o n d i t i o n a l 

m e a n s a n d v a r i a n c e s a r e c o r r e c t l y s p e c i f i e d , t h e q u a s i - m a x i m u m l i k e l i h o o d 

e s t i m a t e s w i l l b e c o n s i s t e n t a n d a s y m p t o t i c a l l y n o r m a l , a s p o i n t e d o u t b y 

G l o s t e n , J a g a n n a t h a n a n d R u n k l e ( 1 9 8 8 ) a n d B o l l e r s l e v a n d W o o l d r i d g e ( 1 9 8 9 ) . A l l 

o u r i n f e r e n c e i s b a s e d o n r o b u s t s t a n d a r d e r r o r s f r o m q u a s i - m a x i m u m l i k e l i h o o d 

e s t i m a t i o n . 1 1 



1 3 

We a l s o u s e a v a r i e t y o f d i a g n o s t i c t e s t s t o d e t e r m i n e w h e t h e r v a r i o u s 

a s p e c t s o f o u r d i f f e r e n t m o d e l s a r e c o r r e c t l y s p e c i f i e d . F i r s t , w e e x a m i n e 

w h e t h e r t h e r e s i d u a l s o f t h e e s t i m a t e d m o d e l s d i s p l a y e x c e s s s k e w n e s s a n d 

k u r t o s i s . P r o p e r l y s p e c i f i e d G A R C H - M a n d E G A R C H - M m o d e l s s h o u l d b e a b l e t o 

s i g n i f i c a n t l y r e d u c e t h e e x c e s s s k e w n e s s a n d k u r t o s i s e v i d e n t i n n o m i n a l e x c e s s 

r e t u r n s . We t e s t f o r e x c e s s s k e w n e s s a n d k u r t o s i s , u n d e r t h e n u l l h y p o t h e s i s t h a t 

t h e e r r o r s a r e d r a w n f r o m a c o n d i t i o n a l n o r m a l d i s t r i b u t i o n . T h e s e t e s t s w e r e 

p r e v i o u s l y a p p l i e d t o G A R C H - M m o d e l s b y C a m p b e l l a n d H e n t s c h e l ( 1 9 9 1 ) . 

S e c o n d , w e e x a m i n e w h e t h e r t h e s q u a r e d s t a n d a r d i z e d r e s i d u a l s f r o m t h e 

e s t i m a t e d m o d e l s , ( C t / ^ h , . , ) 2 a r e i n d e p e n d e n t a n d i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d . We u s e 

t h e t h r e e t e s t s p r o p o s e d b y E n g l e a n d N g ( 1 9 9 1 ) : t h e S i g n - B i a s T e s t , t h e 

N e g a t i v e - S i z e - B i a s T e s t , a n d t h e P o s i t i v e - S i z e - B i a s T e s t . 

I n t h e S i g n - B i a s T e s t , t h e s q u a r e d s t a n d a r d i z e d r e s i d u a l s a r e r e g r e s s e d o n 

a c o n s t a n t a n d a d u m m y v a r i a b l e , d e n o t e d a s S " t t h a t t a k e s a v a l u e o f o n e i f e M 

i s n e g a t i v e a n d z e r o o t h e r w i s e . T h e S i g n - B i a s T e s t S t a t i s t i c i s t - s t a t i s t i c f o r 

t h e c o e f f i c i e n t o n S\. T h i s t e s t s h o w s w h e t h e r p o s i t i v e a n d n e g a t i v e i n n o v a t i o n s 

a f f e c t f u t u r e v o l a t i l i t y d i f f e r e n t l y f r o m t h e p r e d i c t i o n o f t h e m o d e l . 

I n t h e N e g a t i v e S i z e - B i a s t e s t , t h e s q u a r e d s t a n d a r d i z e d r e s i d u a l s a r e 

r e g r e s s e d o n a c o n s t a n t a n d S ' t e M . T h e N e g a t i v e - S i z e B i a s T e s t S t a t i s t i c i s t h e 

t - s t a t i s t i c f o r t h e c o e f f i c i e n t o n S " , € , . , . T h i s t e s t s h o w s w h e t h e r l a r g e r n e g a t i v e 

i n n o v a t i o n s a r e c o r r e l a t e d w i t h l a r g e r b i a s e s i n p r e d i c t e d v o l a t i l i t y . 

I n t h e P o s i t i v e S i z e - B i a s t e s t , t h e s q u a r e d s t a n d a r d i z e d r e s i d u a l s a r e 

r e g r e s s e d o n a c o n s t a n t a n d S * , e , . , , w h e r e S * , = l - S \ . T h e N e g a t i v e - S i z e B i a s T e s t 

S t a t i s t i c i s t h e t - s t a t i s t i c f o r t h e c o e f f i c i e n t o n S * , e M . T h i s t e s t s h o w s 

w h e t h e r l a r g e r n e g a t i v e i n n o v a t i o n s a r e c o r r e l a t e d w i t h l a r g e r b i a s e s i n 

p r e d i c t e d v o l a t i l i t y . 

T h e r e i s o n e a d d i t i o n a l c o m p a r i s o n t h a t w e m a k e a m o n g t h e m o d e l s , a l t h o u g h 

i t i s n o t f o r m a l l y a d i a g n o s t i c t e s t . B e c a u s e t h e p a r a m e t e r i z a t i o n o f t h e m o d e l s 

d i f f e r s o m u c h , i t i s h a r d t o c o m p a r e t h e a m o u n t o f p e r s i s t e n c e i n v a r i a n c e t h a t 

t h e s e m o d e l s p r e d i c t . O n e w a y t o c o m p a r e p e r s i s t e n c e i n v a r i a n c e a c r o s s m o d e l s 

i t t o r e g r e s s t\ o n a c o n s t a n t a n d h , . , . We r e p o r t t h e c o e f f i c i e n t s a n d t -

s t a t i s t i c s o n h t_, i n t h e r e g r e s s i o n s f o r e a c h m o d e l . 
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I I I E m p i r i c a l r e s u l t s 

A s m e n t i o n e d e a r l i e r , o u r o b j e c t i v e i s t o e x a m i n e t h e r o l e o f m o d e l 

s p e c i f i c a t i o n i n d e t e r m i n i n g t h e e s t i m a t e d r e l a t i o n b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n . T h e 

d i s c u s s i o n a b o v e s u g g e s t s t h a t w e c a n e s t i m a t e t h i s r e l a t i o n u s i n g e i t h e r 

C a m p b e l l ' s I n s t r u m e n t a l V a r i a b l e m o d e l o r a v a r i e t y o f M o d i f i e d G A R C H - M a n d 

E G A R C H - M m o d e l s . W h i l e o u r f o c u s i s o n t h e l a t t e r , w e f i r s t p r e s e n t r e s u l t s 

u s i n g t h e f i r s t a p p r o a c h a n d f i n d t h a t C a m p b e l l ' s g e n e r a l c o n c l u s i o n s a r e 

r e p l i c a t e d i n o u r d a t a . We t h e n p r e s e n t t h e r e s u l t s f o r t h e v a r i o u s G A R C H - M 

m o d e l s . 

A . C a m p b e l l ' s I n s t r u m e n t a l V a r i a b l e M o d e l : 

T a b l e I I p r o v i d e s t h e e m p i r i c a l r e s u l t s o b t a i n e d w h e n t h e C R S P v a l u e -

w e i g h t e d i n d e x o f s t o c k s o n t h e N e w Y o r k S t o c k E x c h a n g e i s u s e d a s t h e s t o c k -

i n d e x p o r t f o l i o . We l i m i t a t t e n t i o n t o 1 9 5 1 : 4 t o 1 9 8 9 : 1 2 , w h i c h i s t h e p o s t -

T r e a s u r y A c c o r d p e r i o d . T h e e s t i m a t e d v a l u e o f t h e s l o p e c o e f f i c i e n t f o r t h e 

r i s k - f r e e r a t e i n e q u a t i o n ( 5 ) f o r e x p e c t e d e x c e s s r e t u r n i s - 2 . 3 1 ( t = - 3 . 4 2 ) . 

T h e e s t i m a t e d v a l u e o f t h e s l o p e c o e f f i c i e n t f o r t h e r i s k - f r e e r a t e i n t h e 

v a r i a n c e e q u a t i o n g i v e n b y ( 6 ) i s 0 . 1 8 ( t = 2 . 7 4 ) . 

T h e t - s t a t i s t i c s w e r e c o m p u t e d u s i n g t h e p r o c e d u r e s s u g g e s t e d b y N e w e y a n d 

W e s t ( 1 9 8 7 ) . S i n c e t h e r e i s s u b s t a n t i a l p e r s i s t e n c e i n t h e r e s i d u a l s o f e q u a t i o n 

( 6 ) , w e r e p o r t t h e t - s t a t i s t i c s c o r r e s p o n d i n g t o a l a g l e n g t h o f 2 0 . I n t h i s 

s a m p l e , t h e t - s t a t i s t i c s d e c r e a s e a s t h e n u m b e r o f l a g s i n c r e a s e s , a n d h e n c e 

t h e s e t - s t a t i s t i c s a r e r e l a t i v e l y c o n s e r v a t i v e w h e n c o m p a r e d t o t h e t - s t a t i s t i c s 

o b t a i n e d w h e n t h i s s e r i a l c o r r e l a t i o n i s i g n o r e d . N o t e t h a t t h e r e s i d u a l s i n 

e q u a t i o n s ( 5 ) a n d ( 6 ) c a n b e s e r i a l l y c o r r e l a t e d , s i n c e t h e e c o n o m e t r i c i a n ' s 

i n f o r m a t i o n s e t c a n b e s t r i c t l y s m a l l e r t h a n t h a t o f e c o n o m i c a g e n t s . 

We a l s o e s t i m a t e d t h e m o d e l b y i m p o s i n g t h e c o n s t r a i n t t h a t t h e s l o p e 

c o e f f i c i e n t s i n e q u a t i o n ( 5 ) a r e a s c a l a r m u l t i p l e o f t h e s l o p e c o e f f i c i e n t s i n 

e q u a t i o n ( 6 ) . T h e e s t i m a t e d v a l u e o f t h e s c a l a r , P, i s - 1 2 . 7 5 ( t = 2 . 4 3 ) . W i t h 

t h i s r e s t r i c t i o n a r e t w o o v e r - i d e n t i f y i n g r e s t r i c t i o n s . T h e n u l l h y p o t h e s i s t h a t 

t h e o v e r - i d e n t i f y i n g r e s t r i c t i o n s a r e n o t b i n d i n g l e a d s t o a c h i - s q u a r e ( D . F . = 

2 ) v a l u e o f 3 . 2 2 w i t h a n a s s o c i a t e d p - v a l u e o f 0 . 2 0 . H e n c e , b a s e d o n t h e s e 

r e s u l t s , w e c a n n o t r e j e c t t h e h y p o t h e s i s t h a t t h e r e i s a n e g a t i v e r e l a t i o n 
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b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l m e a n a n d c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e e x c e s s r e t u r n o n 

s t o c k s . 

T h e n a t u r a l q u e s t i o n t h a t a r i s e s a t t h i s s t a g e i s w h y t h e f i n d i n g s r e p o r t e d 

b y F r e n c h e t . a l . ( 1 9 8 7 ) f o r t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l a r e d i f f e r e n t t h a n t h e 

c o n c l u s i o n s i n t h i s s e c t i o n . We a d d r e s s t h i s i s s u e i n t h e n e x t s e c t i o n . 

B . M o d i f i e d G A R C H - M m o d e l s : 

T a b l e I I I , P a n e l s A a n d B p r e s e n t s t h e e s t i m a t e s f o r M o d e l s 1 t h r o u g h 7 . 

T h e s e r e s u l t s , a n d t h e a c c o m p a n y i n g s p e c i f i c a t i o n t e s t s , s h o w t h a t s i g n i f i c a n t 

a s y m m e t r y e x i s t s i n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e g u a t i o n w h e n p r e d i c t e d v a r i a n c e i s 

a l s o c o n d i t i o n e d o n t h e t - b i l l r a t e . 

A c o m p a r i s o n o f M o d e l 1 a n d M o d e l 2 i l l u s t r a t e s t h e r e s t r i c t i v e n a t u r e o f 

t h e s t a n d a r d G A R C H - M s p e c i f i c a t i o n f o r t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n . M o d e l 

1 p r e s e n t s t h e r e s u l t s f o r a s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l . B o t h p o s i t i v e a n d n e g a t i v e 

i n n o v a t i o n t o e x c e s s r e t u r n s r e s u l t s i n a n u p w a r d r e v i s i o n o f t h e c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e ( g , i s p o s i t i v e ) . A l s o , t i m e p e r i o d s w i t h r e l a t i v e l y l a r g e v a r i a n c e s 

a r e a s s o c i a t e d w i t h r e l a t i v e l y l a r g e r r e t u r n s o n a v e r a g e ( a ] i s p o s i t i v e ) . 

H o w e v e r , t h e a s s o c i a t i o n i s w e a k a n d n o t s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t a t 

c o n v e n t i o n a l l e v e l s . 

T h e s e r e l a t i o n s c h a n g e a s s o o n a s p o s i t i v e a n d n e g a t i v e u n a n t i c i p a t e d 

r e t u r n s a r e a l l o w e d t o h a v e d i f f e r e n t e f f e c t s o n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . M o d e l 2 

a l l o w s f o r s u c h a d i f f e r e n c e b y e s t i m a t i n g t h e p a r a m e t e r g 2 . A s i m p l e 

s p e c i f i c a t i o n t e s t c o m p a r i n g M o d e l 1 a n d M o d e l 2 s h o w s t h a t t h e s t a n d a r d G A R C H - M 

m o d e l i s t o o r e s t r i c t i v e . I f t h e p a r a m e t e r s t h a t t h e t w o m o d e l s s h a r e a r e 

c o m p a r e d , u s i n g a g e n e r a l i z e d s p e c i f i c a t i o n t e s t , c o m p u t e d u s i n g r o b u s t s t a n d a r d 

e r r o r s , t h e v a l u e o f t h e t e s t s t a t i s t i c i s 1 2 . 8 2 9 . 1 2 U n d e r t h e n u l l h y p o t h e s i s 

t h a t M o d e l 1 i s c o r r e c t l y s p e c i f i e d , t h i s t e s t s t a t i s t i c s h o u l d b e a s y m p t o t i c a l l y 

d i s t r i b u t e d a s a %s r a n d o m v a r i a b l e . T h u s , w e c a n r e j e c t t h e n u l l h y p o t h e s i s a t 

t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . 

C h a r t 1 s h o w s t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , h , , a n d t h e 

u n a n t i c i p a t e d e x c e s s r e t u r n , ij t, w h e n a l l o t h e r v a r i a b l e s t h a t a p p e a r i n t h e 

c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n a r e s e t e g u a l t o t h e i r s a m p l e a v e r a g e . T h i s i s t h e 

n e w s - i m p a c t c u r v e d e v e l o p e d b y E n g l e a n d N g ( 1 9 9 1 ) . N o t e t h a t i n M o d e l 2 a n 
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u n e x p e c t e d n e g a t i v e r e t u r n s h a r p l y i n c r e a s e s c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e n e x t 

p e r i o d e x c e s s r e t u r n , w h i l e a n u n e x p e c t e d p o s i t i v e r e t u r n d e c r e a s e s c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e . M o d e l 1 d o e s n o t a l l o w f o r s u c h a p o s s i b i l i t y . 

T h e r e i s a n o t h e r i m p o r t a n t d i f f e r e n c e i n t h e e s t i m a t e d v a r i a n c e e q u a t i o n s 

b e t w e e n M o d e l 1 a n d M o d e l 2 . T a b l e I I I , P a n e l B a l s o s h o w s t h a t f o r M o d e l 2 , t h e 

e s t i m a t e d p e r s i s t e n c e o f v a r i a n c e f r o m o n e p e r i o d t o t h e n e x t , a s m e a s u r e d b y t h e 

f i r s t - o r d e r a u t o r e g r e s s i v e c o e f f i c i e n t f o r h , i s s m a l l e r t h a n i t i s f o r M o d e l 1 . 

E v e n t h o u g h M o d e l 2 s e e m s l e s s r e s t r i c t i v e t h a n M o d e l 1 , t h e r e a r e t w o 

r e a s o n s t h a t w e s h o u l d n o t b e s a t i s f i e d w i t h i t . F i r s t , t h e r o b u s t s t a n d a r d e r r o r 

s u g g e s t s t h a t t h e c o e f f i c i e n t g 2 i s i m p r e c i s e l y e s t i m a t e d . I n f a c t , i t i s n o t 

s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t f r o m z e r o . S e c o n d , M o d e l 2 d o e s l i t t l e b e t t e r t h a n M o d e l 

1 i n a n y o f t h e d i a g n o s t i c t e s t s . 

M o d e l s 3 , 4 a n d 5 a t t e m p t t o s o l v e t h e d e f i c i e n c i e s i n M o d e l 2 b y i n c l u d i n g 

t h e e f f e c t o f t h e r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e a n d d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s o n 

c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . E a c h o f t h e s e m o d e l s r e s u l t s i n s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t 

a s y m m e t r y i n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n ( i . e . , g 2 i s n o t e q u a l t o z e r o ) . 

I n M o d e l 3 , t h e r i s k - f r e e r a t e i s i n c l u d e d a s a n e x p l a n a t o r y v a r i a b l e i n 

t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n i n M o d e l 2 . N o t e t h a t a , a n d g 2 b o t h b e c o m e 

s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t , o n c e t h e r i s k - f r e e r a t e e n t e r s i n t o t h e c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e e q u a t i o n . H o w e v e r , t h e c o e f f i c i e n t o n t h e r i s k - f r e e r a t e i t s e l f , b , , i s 

n o t s i g n i f i c a n t . A n d T a b l e I I I , P a n e l B s h o w s t h a t e x c e s s s k e w n e s s a n d k u r t o s i s 

r e m a i n q u i t e s e v e r e a f t e r t h e r i s k - f r e e r a t e i s i n c l u d e d . 

I n M o d e l 4 , d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s a r e a d d e d t o M o d e l 2 . T h e t e s t 

s t a t i s t i c f o r t h e h y p o t h e s i s t h a t A . ,=X 2 =0 i s 6 . 3 8 . U n d e r t h e n u l l , t h i s s t a t i s t i c 

s h o u l d b e a s y m p t o t i c a l l y d i s t r i b u t e d a s a %\ r a n d o m v a r i a b l e . T h u s , w e c a n r e j e c t 

t h e h y p o t h e s i s t h a t Xl=k2=0 a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . T h e r e a r e t h r e e o t h e r 

i m p o r t a n t c h a r a c t e r i s t i c s o f t h i s m o d e l w o r t h n o t i n g . F i r s t , w i t h t h e i n c l u s i o n 

o f d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s , b o t h g , a n d g 2 a r e s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t . S e c o n d , 

t h i s m e t h o d o f m o d e l i n g s e a s o n a l s i n v a r i a n c e g r e a t l y r e d u c e s t h e e x c e s s k u r t o s i s 

i n t h e r e s i d u a l s . F i n a l l y , n o t e t h a t t h e a m o u n t o f p e r s i s t e n c e i n t h e c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e , a s m e a s u r e d b y t h e f i r s t - o r d e r a u t o r e g r e s s i v e c o e f f i c i e n t f o r h , i s 

m u c h s m a l l e r t h a n i n a n y o f t h e p r e v i o u s m o d e l s . 
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M o d e l 5 a d d s b o t h t h e r i s k - f r e e r a t e a n d d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s t o M o d e l 

2 . A s i n M o d e l 4 , b o t h g , a n d g 2 a r e s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t f r o m z e r o . U n l i k e 

i n M o d e l 3 , b 2 , t h e c o e f f i c i e n t o n t h e r i s k - f r e e r a t e i s s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t 

f r o m z e r o . N o t e t h a t t h e s e r i a l c o r r e l a t i o n i n t h e e s t i m a t e d c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e s i s m u c h s m a l l e r t h a n f o r t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l , M o d e l 1 . 

T a b l e I I I , P a n e l B s h o w s t h a t t h e l e v e l o f e x c e s s s k e w n e s s a n d k u r t o t i s 

h a v e b e e n s i g n i f i c a n t l y r e d u c e d — a l t h o u g h t h e n u l l h y p o t h e s i s o f n o e x c e s s 

s k e w n e s s o r k u r t o t i s c a n b e r e j e c t e d a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . M o d e l 5 i s a l s o 

t h e f i r s t m o d e l t h a t d o e s n o t f a i l t h e S i g n - B i a s T e s t a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . 

I n a d d i t i o n , i t i s t h e f i r s t m o d e l n o t t o f a i l t h e j o i n t t e s t o f s i g n b i a s , 

n e g a t i v e - s i z e b i a s , a n d p o s i t i v e - s i z e b i a s a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . T h e s e 

d i a g n o s t i c s s u g g e s t t h a t M o d e l 5 i s t h e m o s t s a t i s f a c t o r y m o d e l c o n s i d e r t h u s 

f a r . 

D e s p i t e t h e s u c c e s s o f M o d e l 5 , i t i s s t i l l q u i t e f r a g i l e . We a t t e m p t e d t o 

c h e c k t h e r o b u s t n e s s o f t h e s p e c i f i c a t i o n b y a d d i n g v , _ , " 2 t o t h e m e a n e q u a t i o n . 

E v e n w i t h g r e a t e f f o r t , w e w e r e n o t a b l e t o g e t t h e p a r a m e t e r e s t i m a t e s f r o m t h a t 

m o d e l t o c o n v e r g e . M o d e l s 6 a n d 7 s h o w t h e e f f e c t s o f a d d i n g v , _ , " 2 t o M o d e l s 2 

a n d 4 , r e s p e c t i v e l y . I n n e i t h e r c a s e w a s t h e c o e f f i c i e n t o n v , _ , " 2 s t a t i s t i c a l l y 

s i g n i f i c a n t . N o t e a l s o t h a t t h e e s t i m a t e d c o e f f i c i e n t s i n t h e c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e e q u a t i o n a r e r e l a t i v e l y c l o s e i n a l l o f t h e s e m o d e l s . 

We t h e r e f o r e c o m e t o t h e f o l l o w i n g t h r e e c o n c l u s i o n s f r o m o u r e x a m i n a t i o n 

o f t h e e i g h t d i f f e r e n t G A R C H - M s p e c i f i c a t i o n s . 

( a ) T h e r e l a t i o n b e t w e e n c o n d i t i o n a l m e a n a n d c o n d i t i o n a l v a r i a n c e i s 

n e g a t i v e , a n d s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t . 

( b ) T h e r i s k f r e e r a t e c o n t a i n s i n f o r m a t i o n a b o u t f u t u r e v o l a t i l i t y , w i t h i n 

t h e M o d i f i e d G A R C H - M f r a m e w o r k . 

( c ) T h e O c t o b e r a n d J a n u a r y s e a s o n a l s i n v o l a t i l i t y a r e s t a t i s t i c a l l y 

s i g n i f i c a n t . 

( d ) C o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y o f t h e m o n t h l y e x c e s s r e t u r n i s n o t h i g h l y 

p e r s i s t e n t a s r e p o r t e d i n o t h e r s t u d i e s . 
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B e c a u s e e v e n t h e b e s t o f t h e s e m o d e l s d i s p l a y s e x c e s s s k e w n e s s a n d 

k u r t o s i s , w e a l s o e s t i m a t e d d i f f e r e n t E G A R C H - M m o d e l s . T h e e s t i m a t e s f o r M o d e l s 

1 - L t o 7 - L a r e s h o w n i n T a b l e I V , P a n e l s A a n d B . M o d e l s 1 - L a n d 2 - L a r e b a s e d 

o n t h e E G A R C H - M m o d e l p r o p o s e d b y N e l s o n ( 1 9 9 1 ) . H o w e v e r , t h e r e s u l t s i n t h e s e 

m o d e l s , u s i n g m o n t h l y d a t a , a r e q u i t e d i f f e r e n t f r o m t h o s e f o u n d b y N e l s o n . N o t e 

t h a t g 2 , t h e c o e f f i c i e n t d e t e c t i n g a s y m m e t r y i n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a ­

t i o n , h a s a v e r y s m a l l t - s t a t i s t i c . T a b l e V I s h o w s t h a t b o t h M o d e l 1 - L a n d M o d e l 

2 - L d i s p l a y e x c e s s s k e w n e s s a n d k u r t o s i s , a n d t h a t b o t h f a i l t h e S i g n - B i a s T e s t . 

N o t e a l s o t h a t t h e f i r s t - o r d e r s e r i a l c o r r e l a t i o n o f t h e h , ' s i n b o t h m o d e l s i s 

q u i t e l o w . 

U n l i k e i n t h e l e v e l m o d e l s , t h e c o e f f i c i e n t o n g 2 r e m a i n s i n s i g n i f i c a n t , 

r e g a r d l e s s o f w h i c h a d d i t i o n a l v a r i a b l e s w e r e i n c l u d e d i n t h e c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e e q u a t i o n . A s a r e s u l t , w e d o n o t r e p o r t t h e s e r e g r e s s i o n s . I n s t e a d , w e 

t r y t o a d d r e s s t h e d e f i c i e n c i e s i n M o d e l 1 - L i n M o d e l s 3 - L , 4 - L a n d 5 - L b y 

i n c l u d i n g t h e e f f e c t o f t h e r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e a n d d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s 

o n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . N o t e t h a t e a c h o f t h e s e m o d e l s , M o d e l s 3 - L t o 5 - L , 

i m p o s e t h e r e s t r i c t i o n t h a t g 2 = 0 . 

M o d e l 3 - L a d d s t h e r i s k - f r e e r a t e t o t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n i n 

M o d e l 1 - L . U n l i k e i n t h e M o d e l 3 , c o e f f i c i e n t o n t h e r i s k - f r e e r a t e h a s a l a r g e 

t - s t a t i s t i c , e v e n w i t h o u t d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s . H o w e v e r , e x c e s s s k e w n e s s a n d 

k u r t o s i s a r e s t i l l a p r o b l e m i n t h i s m o d e l . N o t e t h a t t h e r e i s n o s i g n i f i c a n t 

s i g n b i a s i n t h i s m o d e l . I n f a c t , n o n e o f t h e E n g l e - N g t e s t s s h o w a n y e v i d e n c e 

o f m i s s p e c i f i c a t i o n i n t h i s m o d e l . 

M o d e l 4 - L a d d s d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s t o M o d e l 1 - L , u s i n g t h e s a m e m e t h o d 

a d o p t e d f o r t h e l e v e l m o d e l s . T h e t e s t s t a t i s t i c f o r t h e h y p o t h e s i s t h a t X , = X 2 = 0 

i s 7 . 6 6 . U n d e r t h e n u l l , t h i s s t a t i s t i c s h o u l d b e a s y m p t o t i c a l l y d i s t r i b u t e d a s 

a xl r a n d o m v a r i a b l e . T h u s , w e c a n r e j e c t t h e h y p o t h e s i s t h a t X , = X 2 = 0 a t t h e f i v e -

p e r c e n t l e v e l . A l t h o u g h t h e a m o u n t o f e x c e s s k u r t o s i s i s m u c h l o w e r f o r M o d e l 4 - L 

t h a n f o r a n y o f t h e p r e v i o u s m o d e l s , w e c a n s t i l l r e j e c t t h e h y p o t h e s i s o f n o 

e x c e s s k u r t o s i s a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . N o t e a l s o , t h a t M o d e l 4 - L a p p e a r s t o 

h a v e s i g n b i a s . 
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M o d e l 5 - L a d d s b o t h t h e r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e a n d d e t e r m i n i s t i c s e a s o n a l s 

t o M o d e l 1 - L . T h e c o e f f i c i e n t s o n a l l o f t h o s e t e r m s a r e s t a t i s t i c a l l y 

s i g n i f i c a n t . T h e t e s t s t a t i s t i c f o r t h e h y p o t h e s i s t h a t X , = X 2 = 0 i s 7 . 3 1 , w h i l e 

t h e t e s t s t a t i s t i c f o r t h e h y p o t h e s i s t h a t X , = A . 2 = b 2 = 0 i s 1 5 . 5 3 . T h u s , w e c a n 

r e j e c t b o t h h y p o t h e s e s a t t h e f i v e - p e r c e n t l e v e l . T a b l e V I s h o w s t h a t w e c a n n o t 

r e j e c t t h e h y p o t h e s i s t h a t t h e r e i s n o e x c e s s k u r t o s i s i n t h e e s t i m a t e d r e s i d u a l s 

f r o m M o d e l 5 - L . M o d e l 5 - L a l s o s h o w s n o s i g n s o f s i g n b i a s , n e g a t i v e - s i z e b i a s , 

o r p o s i t i v e - s i z e b i a s . 

S i n c e M o d e l 5 - L p a s s e d m o r e o f t h e d i a g n o s t i c t e s t s t h a n a n y o t h e r m o d e l , 

i t i s o u r p r e f e r r e d s p e c i f i c a t i o n . H o w e v e r , w e a l s o e s t i m a t e d M o d e l 6 - L , b y 

a d d i n g v , _ , 1 / 2 t o t h e c o n d i t i o n a l m e a n e g u a t i o n . T h e c o e f f i c i e n t o n v , _ , " 2 i s n o t 

s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t , a n d t h e r e s u l t s f o r t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n 

a r e q u a l i t a t i v e l y t h e s a m e a s f o r M o d e l 5 - L . H o w e v e r , t h e d i a g n o s t i c t e s t s s h o w 

t h a t m o d e l 6 - L p e r f o r m s w o r s e t h a n M o d e l 5 - L i n s o m e i m p o r t a n t w a y s . M o d e l 6 - L 

h a s a s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t a m o u n t o f e x c e s s k u r t o s i s , a n d i t f a i l s t h e S i g n -

B i a s T e s t . T h i s s u g g e s t s t h e r e i s l i t t l e e v i d e n c e o f m i s s p e c i f i c a t i o n i n M o d e l 

5 - L , a n d t h a t t h a t m o d e l s h o u l d b e t h e p r e f e r r e d s p e c i f i c a t i o n . N o t e a l s o t h a t 

t h e f i r s t - o r d e r s e r i a l c o r r e l a t i o n o f h t i n M o d e l 5 - L i s s t i l l r e l a t i v e l y l o w : 

0 . 3 3 8 . 1 3 

S i n c e t h e f i n d i n g o f l o w p e r s i s t e n c e o f c o n d i t i o n a l v a r i a n c e i s s o 

d i f f e r e n t f r o m r e s u l t s r e p o r t e d i n t h e l i t e r a t u r e ( e x c e p t f o r C a m p b e l l a n d 

H e n t s c h e l 1 9 9 1 ) , i t n e e d s s o m e e x p l a n a t i o n . O n e e x p l a n a t i o n c a n b e s e e n b y 

c o m p a r i n g M o d e l 7 - L t o M o d e l 2 - L . T h e t w o m o d e l s u s e e x a c t l y t h e s a m e d a t a a n d 

h a v e e x a c t l y t h e s a m e v a r i a b l e s , b u t t h e p a r a m e t e r e s t i m a t e s f r o m t h e t w o m o d e l s 

a r e v e r y d i f f e r e n t . T h e d i f f e r e n c e i n t h e e s t i m a t e s a r i s e s f r o m t h e u s e o f 

d i f f e r e n t s t a r t i n g v a l u e s f o r t h e p a r a m e t e r s i n t h e e s t i m a t i o n p r o c e d u r e . T h a t 

i s t h i s m o d e l h a s t w o l o c a l m a x i m a , o n e o f w h i c h i s a l s o t h e g l o b a l m a x i m a . N o t e 

t h a t t h e l o g - l i k e l i h o o d o f M o d e l 2 - L , w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e g l o b a l m a x i m u m , 

i s h i g h e r t h a n t h a t o f M o d e l 7 - L . 

A l t h o u g h i t w o u l d s e e m l o g i c a l t o c o m p l e t e l y d i s m i s s M o d e l 7 - L b e c a u s e i t 

i s o n l y a l o c a l m a x i m u m , t h e d i f f e r e n c e s b e t w e e n M o d e l 7 - L a n d M o d e l 2 - L s h o u l d 

b e n o t e d , b e c a u s e i t i s m u c h e a s i e r t o g e t t h e E G A R C H - M m o d e l t o c o n v e r g e t o t h e 
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p a r a m e t e r e s t i m a t e s s h o w n f o r M o d e l 7 - L t h a n t o t h e o n e s s h o w n f o r M o d e l 2 - L . 

T h i s s u g g e s t s t h a t w i t h o u t c a r e f u l a t t e n t i o n , r e s e a r c h e r s c o u l d r e p o r t i n c o r r e c t 

r e s u l t s f o r E G A R C H - M m o d e l s i n m o n t h l y d a t a . 

IV. Conclusion 

T h e r e i s a p o s i t i v e b u t i n s i g n i f i c a n t r e l a t i o n b e t w e e n t h e c o n d i t i o n a l m e a n 

a n d c o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y o f t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s w h e n t h e s t a n d a r d 

G A R C H - M f r a m e w o r k i s u s e d t o m o d e l t h e s t o c h a s t i c v o l a t i l i t y o f s t o c k r e t u r n s . 

I n t h i s p a p e r w e e m p i r i c a l l y s h o w t h a t t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l i s 

m i s s p e c i f i e d . T h i s m i s s p e c i f i c a t i o n a r i s e s f r o m t h e f a c t t h a t b o t h p o s i t i v e a n d 

n e g a t i v e u n a n t i c i p a t e d r e t u r n s o f t h e s a m e m a g n i t u d e a r e f o r c e d t o h a v e t h e s a m e 

i m p a c t o n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e i n t h e s t a n d a r d G A R C H - M m o d e l . W h e n t h e m o d e l i s 

m o d i f i e d t o a l l o w p o s i t i v e a n d n e g a t i v e u n a n t i c i p a t e d r e t u r n s t o h a v e d i f f e r e n t 

i m p a c t s o n t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , w e f i n d a n e g a t i v e r e l a t i o n b e t w e e n t h e 

c o n d i t i o n a l m e a n a n d t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e o f t h e e x c e s s r e t u r n o n s t o c k s . 

T h i s r e l a t i o n b e c o m e s s t r o n g e r a n d s t a t i s t i c a l l y s i g n i f i c a n t w h e n c o n d i t i o n a l 

v a r i a n c e i s a l l o w e d h a v e d e t e r m i n i s t i c m o n t h l y s e a s o n a l s a n d d e p e n d o n t h e 

n o m i n a l l y r i s k - f r e e i n t e r e s t r a t e . H e n c e o u r r e s u l t s a r e c o n s i s t e n t w i t h t h e 

n e g a t i v e r e l a t i o n b e t w e e n v o l a t i l i t y a n d e x p e c t e d r e t u r n r e p o r t e d i n F a m a a n d 

S c h w e r t ( 1 9 7 7 ) , C a m p b e l l ( 1 9 8 7 ) , B r e e n , G l o s t e n a n d J a g a n n a t h a n ( 1 9 8 9 ) , a n d 

H a r v e y ( 1 9 9 1 ) . We s h o w t h a t o u r c o n c l u s i o n s d o n o t c h a n g e w h e n w e u s e N e l s o n ' s 

E G A R C H - M m o d e l , w h i c h a l s o a l l o w s f o r s u c h a p o s s i b i l i t y . 

We a l s o f i n d t h a t t h e t i m e s e r i e s p r o p e r t i e s o f m o n t h l y e x c e s s r e t u r n s a r e 

s u b s t a n t i a l l y d i f f e r e n t f r o m t h e r e p o r t e d p r o p e r t i e s o f d a i l y e x c e s s r e t u r n s . 

F i r s t , p e r s i s t e n c e o f c o n d i t i o n a l v a r i a n c e i n e x c e s s r e t u r n s i s q u i t e l o w i n 

m o n t h l y d a t a . S e c o n d , p o s i t i v e a n d n e g a t i v e u n e x p e c t e d r e t u r n s h a v e v a s t l y 

d i f f e r e n t e f f e c t s o n f u t u r e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e . T h e s e r e s u l t s d i f f e r 

s u b s t a n t i a l l y f r o m p r e v i o u s r e s u l t s i n t h e l i t e r a t u r e . We a l s o s h o w t h a t 

m i s s p e c i f y i n g t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e e q u a t i o n c a n c a u s e e r r o r s i n a n a l y z i n g t h e 

r e l a t i o n b e t w e e n c o n d i t i o n a l v a r i a n c e a n d f u t u r e e x p e c t e d r e t u r n . 
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F o o t n o t e s 

' T o o u r k n o w l e d g e , B a c k u s a n d G r e g o r y ( 1 9 9 2 ) w e r e t h e f i r s t t o s h o w , u s i n g 

a n e q u i l i b r i u m m o d e l , t h a t t h e r i s k p r e m i u m o n t h e m a r k e t p o r t f o l i o o f a l l a s s e t s 

c o u l d b e r e l a t i v e l y l o w e r d u r i n g r e l a t i v e l y r i s k i e r t i m e s . 

2 S e e S c h w e r t ( 1 9 8 9 ) f o r a c a r e f u l a n d e x t e n s i v e d o c u m e n t a t i o n o f t h e n a t u r e 

o f t h e c o m o v e m e n t b e t w e e n c o n d i t i o n a l v o l a t i l i t y o f m o n t h l y s t o c k r e t u r n s a n d t h e 

l e v e l a n d v o l a t i l i t y o f s e v e r a l i n t e r e s t i n g e c o n o m i c v a r i a b l e s . 

3 F o r e x a m p l e , C a m p b e l l a n d H e n t s c h e l ( 1 9 9 1 ) a n d F r e n c h , S c h w e r t , a n d 

S t a m b a u g h ( 1 9 8 7 ) c o n c l u d e d t h a t t h e d a t a a r e c o n s i s t e n t w i t h a p o s i t i v e r e l a t i o n 

b e t w e e n c o n d i t i o n a l e x p e c t e d e x c e s s r e t u r n a n d c o n d i t i o n a l v a r i a n c e , w h e r e a s F a m a 

a n d S c h w e r t ( 1 9 7 7 ) ; C a m p b e l l ( 1 9 8 7 ) ; P a g a n a n d H o n g ( 1 9 8 8 ) ; B r e e n , G l o s t e n , a n d 

J a g a n n a t h a n ( 1 9 8 9 ) ; T u r n e r , S t a r t z , a n d N e l s o n ( 1 9 8 9 ) ; a n d N e l s o n ( 1 9 9 1 ) f o u n d 

a n e g a t i v e r e l a t i o n . C h a n , K a r o l y i a n d S t u l z ( 1 9 9 2 ) f i n d n o r e l a t i o n . H a r v e y 

( 1 9 8 9 ) p r o v i d e s e m p i r i c a l e v i d e n c e s u g g e s t i n g t h a t t h e r e m a y b e s o m e t i m e 

v a r i a t i o n i n t h e r e l a t i o n b e t w e e n r i s k a n d r e t u r n . S i n c e t h e M o d i f i e d G A R C H 

m o d e l s w e u s e a l l o w u s t o p a r a m e t e r i z e t h e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e m o r e f l e x i b l y 

t h a n H a r v e y ' s m o d e l , o u r m o d e l m a y c a p t u r e t h e r e l a t i o n b e t w e e n n i g h t r e t u r n 

w i t h o u t t i m e v a r i a t i o n . 

4 F o r e x a m p l e , s e e B r a u n , N e l s o n a n d S u n i e r , u s i n g a b i v a r i a t e E - G A R C H m o d e l 

f i n d t h a t t h e c o n d i t i o n a l m e a n o f t h e i n d u s t r y p o r t f o l i o r e t u r n s t o b e h i g h l y 

p e r s i s t e n t . T h e d i f f e r e n c e s b e t w e e n o u r r e s u l t s a n d t h o s e r e p o r t e d i n t h e 

l i t e r a t u r e c o u l d a l s o b e d u e t o f a c t t h a t t h e s a m p l e p e r i o d s t u d i e d a r e 

d i f f e r e n t . 

5 A c a r e f u l e x a m i n a t i o n o f t h e d a t a i n L a k o n i s h o k a n d S m i d t ( 1 9 8 8 ) s u g g e s t s 

t h a t t h e m o n t h l y s e a s o n a l p a t t e r n s i n v o l a t i l i t y i s u n l i k e l y t o b e c a p t u r e d 

a d e q u a t e l y b y t r e a t i n g m o n t h s o t h e r t h a n O c t o b e r a n d J a n u a r y a s b e i n g s i m i l a r . 

H o w e v e r , o u r o b j e c t i v e i n t h i s p a p e r i s l i m i t e d t o s h o w i n g h o w t o m o d e l s e a s o n a l s 

i n a w a y d i f f e r e n t t h a n w h a t h a s b e e n d o n e i n t h e l i t e r a t u r e . C h a r a c t e r i z i n g t h e 

n a t u r e o f t h e m o n t h l y p a t t e r n s i n v o l a t i l i t y i s l e f t a s a n e x e r c i s e f o r t h e 

f u t u r e . 
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6 F o r e x a m p l e , t h e f o l l o w i n g p a p e r s d o c u m e n t d e t e r m i n i s t i c t e m p o r a l p a t t e r n s 

i n c o n d i t i o n a l m o m e n t s o f s t o c k r e t u r n s . T h e r e l a t i v e l y h i g h a v e r a g e J a n u a r y 

r e t u r n w a s d o c u m e n t e d i n K e i m ( 1 9 8 5 ) . T h e r e l a t i v e l y l o w v a r i a n c e d u r i n g 

n o n t r a d i n g h o u r s w a s d o c u m e n t e d i n F r e n c h a n d R o l l ( 1 9 8 6 ) . T h e r e l a t i v e l y l a r g e 

v o l a t i l i t y o f s t o c k r e t u r n s i n O c t o b e r w a s d o c u m e n t e d i n L a k o n i s h o k a n d S m i d t 

( 1 9 8 8 ) . S e a s o n a l p a t t e r n s a r e p r e s e n t i n r e t u r n s t o p o r t f o l i o s c o n s t r u c t e d u s i n g 

f u t u r e s c o n t r a c t s a s w e l l . F o r e x a m p l e , M c C u r d y a n d M o r g a n ( 1 9 8 9 ) d o c u m e n t e d d a y 

o f t h e w e e k e f f e c t i n f o r e i g n c u r r e n c y f u t u r e s . 

7 " T h a t f r i g h t e n i n g m o n t h i s h e r e a g a i n , " b y L a u r i e C o h e n , T h e W a l l S t r e e t 

J o u r n a l , O c t o b e r 6 , 1 9 9 2 , p a g e C I , c o l u m n 4 . 

8 I t i s n o t t r u e h o w e v e r t h a t i n c r e a s e d f u t u r e v o l a t i l i t y i s t h e c a u s e o f 

l o w e r r e t u r n s t o d a y . N o t e a l s o t h a t t h i s m o d e l a s s u m e s n o c o n t e m p o r a n e o u s 

r e l a t i o n b e t w e e n R ( r , ) a n d V a r , _ | ( R , ) . 

' o t h e r r e s e a r c h e r s h a v e a l s o c o n s i d e r e d t h e u s e o f n o m i n a l i n t e r e s t r a t e s 

i n t h e l a w o f m o t i o n f o r v a r i a n c e . F o r e x a m p l e , s e e G i o v a n n i n i a n d J o r i o n 

( 1 9 8 9 ) . 

' " P o t e n t i a l n e g a t i v e v a l u e s f o r t h e c o n s t r u c t e d c o n d i t i o n a l v a r i a n c e s a r e 

n o t t h e o n l y p o s s i b l e r e a s o n f o r u s i n g t h e l o g s p e c i f i c a t i o n . I t m a y a l s o b e t r u e 

t h a t t h e l o g m o d e l s i m p l y m o d e l s t h e t r u e c o n d i t i o n a l v a r i a n c e b e t t e r t h a n t h e 

l e v e l m o d e l . F o r m o r e o n t h i s i s s u e , s e e E n g l e a n d N g ( 1 9 9 1 ) . 

" S i n c e w e u s e d u m m y v a r i a b l e s w h i c h t a k e t h e v a l u e o f o n e o r z e r o , i t m a y 

a p p e a r a s t h o u g h w e m a y b e v i o l a t i n g t h e d i f f e r e n t i a b i l i t y a s s u m p t i o n s u n d e r l y i n g 

t h e d e r i v a t i o n o f t h e r o b u s t s t a n d a r d e r r o r s . N o t e , h o w e v e r , t h a t s i n c e t h e 

d u m m y v a r i a b l e s a r e m u l t i p l i e d b y t h e c o r r e s p o n d i n g s q u a r e d i n n o v a t i o n s , t h e 

d i f f e r e n t i a b i l i t y c o n d i t i o n s w i l l b e s a t i s f i e d f o r t h e m o d i f i e d G A R C H - M m o d e l s 

w e c o n s i d e r . A l t h o u g h , t h e d i f f e r e n t i a b i l i t y c o n d i t i o n s w i l l b e v i o l a t e d f o r t h e 

m o d i f i e d v e r s i o n s o f N e l s o n ' s E - G A R C H m o d e l w e c o n s i d e r , t h i s i s u n l i k e l y t o b e 

a n i s s u e s i n c e p o i n t s a t w h i c h t h e d i f f e r e n t i a b i l i t y a s s u m p t i o n s a r e n o t 

s a t i s f i e d w i l l o c c u r w i t h z e r o p r o b a b i l i t y , a n d t h e n u m e r i c a l d e r i v a t i v e s w e 

c o m p u t e a r e a l w a y s b o u n d e d . 

1 2 F o r m o r e o n g e n e r a l i z e d s p e c i f i c a t i o n t e s t s , s e e N e w e y ( 1 9 8 5 ) . 
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l 3 W e a l s o t e s t e d t h e r o b u s t n e s s o f o u r c o n c l u s i o n s i n t w o o t h e r w a y s . 

F i r s t , w e e s t i m a t e d M o d e l 5 - L w i t h a s a m p l e e n d i n g i n D e c e m b e r 1 9 8 6 t o s e e 

w h e t h e r t h e O c t o b e r 1 9 8 7 s t o c k - m a r k e t c r a s h h a d a n u n d u e i n f l u e n c e o n o u r 

e s t i m a t e s . S e c o n d , w e e s t i m a t e d M o d e l 5 - L u s i n g e q u a l l y - w e i g h t e d r e t u r n s . B o t h 

s e t s o f r e s u l t s w e r e q u a l i t a t i v e l y s i m i l a r t o t h o s e f o r M o d e l 5 - L . 
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T A B L E I 

S U M M A R Y S T A T I S T I C S F O R D A T A R E C O R D E D I N T H E S T A N D A R D P E R I O D : 

1 9 5 1 : 4 - 1 9 8 9 : 1 2 

O T H E R 
O C T . J A N . M O N T H S  

N u m b e r o f O b s e r v a t i o n s 3 9 3 8 3 8 8 

A : C o n t i n u o u s l y C o m p o u n d e d M o n t h l y R e t u r n o n t h e C R S P V a l u e - W e i g h t e d I n d e x o f 
S t a t u s o n t h e N Y S E 

m e a n ( x l O O ) 0 . 2 5 1 . 7 7 0 . 9 1 

s t d . d e v . ( x l O O ) 6 . 1 6 5 . 1 8 3 . 8 0 

s k e w n e s s - 1 . 3 5 0 . 2 1 - 0 . 4 4 

k u r t o s i s 6 . 5 9 - 0 . 4 1 0 . 6 4 

B : C o n t i n u o u s l y C o m p o u n d e d M o n t h l y R e t u r n o n T r e a s u r y B i l l s f r o m I b b o t s o n & 
A s s o c i a t e s 

m e a n ( x l O O ) 0 . 4 6 0 . 4 3 0 . 4 3 

s t d . d e v . ( x l O O ) 0 . 2 6 0 . 2 2 0 . 2 6 

s k e w n e s s 0 . 8 3 0 . 6 6 0 . 9 6 

k u r t o s i s 0 . 5 4 - 0 . 0 3 0 . 9 0 

C : x t ; E x c e s s o f t h e C o n t i n u o u s l y C o m p o u n d e d M o n t h l y R e t u r n o n t h e C R S P V a l u e -
W e i g h t e d I n d e x o f S t a t u s o n t h e N Y S E o v e r t h a t o n T r e a s u r y B i l l s 

m e a n ( x l O O ) - 0 . 2 1 1 . 3 4 0 . 4 8 

s t d . d e v . ( x l O O ) 6 . 1 7 5 . 1 9 3 . 8 3 

s k e w n e s s - 1 . 4 0 0 . 1 8 - 0 . 4 8 

k u r t o s i s 6 . 7 0 - 0 . 4 3 0 . 6 5 

m e a n / v a r i a n c e 0 . 5 6 0 . 5 0 3 . 2 8 



T A B L E I I 

T e m p o r a l R e l a t i o n B e t w e e n R i s k A n d R e t u r n O n T h e C R S P V a l u e - W e i g h t e d I n d e x o f S t a t u s 
o n T h e N Y S E : C a m p b e l l ' s I n s t r u m e n t a l V a r i a b l e A p p r o a c h . P e r i o d : 1 9 5 1 : 4 - 1 9 8 9 : 1 2 

M o d e l A 

M e a n E q u a t i o n x , = c 0 + c , O C T , + c 2 J A N , + c 3 r f t + e , 

V a r i a n c e E q u a t i o n e, 2 = do + d , O C T , + d 2 J A N , + d 3 r f t + C, 

do d[ d 2 d 3 c 0 c , c 2 c 3 

x l O 4 x l O 4 x l O 4 x l O O x l O O x l O O  

C o e f f i c i e n t 7 . 2 5 2 1 . 6 8 1 3 . 1 1 0 . 1 8 1 . 4 8 - 0 . 6 3 0 . 8 6 - 2 . 3 1 

t - s t a t i s t i c 2 . 7 0 1 . 3 5 2 . 2 5 2 . 7 4 5 . 2 1 - 0 . 5 6 1 . 0 1 - 3 . 4 2 

M o d e l B 
i 

R e s t r i c t e d M e a n x , = c 0 + (Jd , O C T , + f d 2 J A N , + Pd3 r „ + e . E q u a t i o n 

do d , d 2 d 3 c 0 P C h i S Q ( 2 ) p - v a l u e 
x l O 4 x l O 4 x l O 4 x l O O 

C o e f f i c i e n t 8 . 2 5 9 . 2 3 4 . 1 9 0 . 1 5 1 . 4 4 - 1 2 . 7 5 3 . 2 2 0 . 2 0 

t - s t a t i s t i c 3 . 4 9 0 . 8 7 1 . 4 2 2 . 9 0 5 . 0 2 - 2 . 4 3 

N o t e s : 1 . x , i s t h e d i f f e r e n t i a l b e t w e e n t h e c o n t i n u o u s l y c o m p o u n d e d m o n t h l y 
r e t u r n o n t h e C R S P v a l u e w e i g h t e d i n d e x o f s t a t u s o n t h e N Y S E a n d t h e 
c o n t i n u o u s l y c o m p o u n d e d m o n t h l y r e t u r n o n t r e a s u r y b i l l s f r o m I b b o t s o n 
& A s s o c i a t e s . 

2 . t - s t a t i s t i c s w e r e c o m p u t e d , a l l o w i n g f o r c o n d i t i o n a l h e t e r o s k e d a s t i c i t y 
a n d u s i n g t h e p r o c e d u r e s i n H a n s e n ( 1 9 8 2 ) . A l t h o u g h t h e t - s t a t i s t i c s 
d e c l i n e a t f i r s t w i t h t h e n u m b e r o f l a g s u s e d i n c o m p u t i n g t h e 
c o v a r i a n c e m a t r i x , t h e y s t a b i l i z e a f t e r a b o u t 1 0 l a g s . T h e r e p o r t e d 
t - s t a t i s t i c s a r e f o r 2 0 l a g s . 



T A B L E I I I 
P A N E L A 

T e m p o r a l R e l a t i o n B e t w e e n R i s k A n d R e t u r n O n T h e C R S P V a l u e - W e i g h t e d I n d e x o f S t a t u s 
o n T h e N Y S E , x , : M o d i f i e d G A R C H - M m o d e l s . P e r i o d : 1 9 5 1 : 4 - 1 9 8 9 ; 1 2 

x , = a 0 + a , v M + a 2 v M

1 / 2 + e , ; e , = ( 1 + XiOCT + XjAN) l), 

V,A = V a r , . , ( € , ) h h l = V a r M ( » / , ) 

J M = 1 i f »;,., > 0 a n d 0 o t h e r w i s e 

h,-\ = b0 + b t h h 2 + 

M O D E L 1 M O D E L 2 M O D E L 3 M O D E L 4 M O D E L 5 M O D E L 6 M O D E L 7 

aO -0 .453 1.064 1.850 1.071 1.854 5 .730 7 .782 
(xlOO) [ - 0 . 5 7 5 ] [1.947] [4.232] [2.398] [4.419] [2.064] [2.289] 

a l 5 .926 - 2 . 8 4 3 - 7 . 6 2 5 - 3 . 1 6 5 - 8 . 0 1 9 16.893 30.349 
[1.307] [ - 0 . 8 7 8 ] [ - 2 . 6 2 1 ] [ - 1 . 1 3 1 ] [ - 2 . 8 2 8 ] [1.163] [1.652] 

bO 0 .016 0 .074 0.035 0 .026 0 .030 0 .059 0 .018 
(xlOO) [2.058] [1.653] [1.595] [2.467] [2.477] [1.902] [3.295] 

b l 0 .842 0.483 0 .334 0 .769 0 .506 0.623 0 .848 
[16.758] [1.572] [0.824] [8.801] [2.927] [2.830] [17.299] 

b2 0 .159 0 .078 
[1.433] [2.221] 

g l 0 .070 0 .257 0 .188 0 .153 0 .177 0.161 0.121 g l 
[2.541] [1.709] [2.109] [2.590] [2.268] [1.502] [2.734] 

g2 - 0 . 3 4 0 - 0 . 2 4 8 - 0 . 2 2 7 - 0 . 2 5 2 - 0 . 2 6 7 - 0 . 2 0 7 g2 
[ - 2 . 2 7 0 ] [ - 2 . 6 0 2 ] [ - 3 . 5 7 0 ] [ - 3 . 2 7 2 ] [ - 2 . 6 8 3 ] [ - 3 . 7 4 9 ] 

XI 0 .677 0 .454 0 .606 
[3.638] [3.120] [3.600] 

X2 0 .269 1.254 0 .306 
[1.816] [1.795] [1.936] 

a2 - 1 . 9 8 3 - 3 . 1 2 3 
[ - 1 . 5 7 6 ] [ - 1 . 9 4 7 ] 

L o g L i k e 1248.202 1252.917 1266.288 1268.422 1276.518 1254.276 1271.824 

Note: Robust t-statistics are in brackets. 



T A B L E III 
P A N E L B 
Diagnost ic Tests 

M o d e l 1 M o d e l 2 M o d e l 3 M o d e l 4 M o d e l 5 M o d e l 6 M o d e l 7 

Skewness - . 7 8 1 - . 7 0 1 - . 4 6 3 - . 4 5 5 - . 2 8 9 - . 7 0 9 - . 4 7 8 

t-stat - 6 . 8 5 5 - 6 . 1 5 7 - 4 . 0 6 5 - 3 . 9 9 2 - 2 . 5 3 2 - 6 . 2 2 5 - 4 . 1 9 0 

Kurtos is 3 .177 3 .359 1.918 .927 .557 3.527 1.154 

t-stat 13.880 14.675 8.380 4 .052 2.431 15.408 5 .040 

Signi f . Bias .745 .988 .776 .710 .429 .841 .673 

t-stat 2 .280 2 .992 2.756 2 .932 1.895 2 .515 2 .613 

N e g . S ize B ias .013 8 .117 5.758 5 .539 3.861 4 .243 5 .477 

t-stat .0028 1.612 1.329 1.483 1.052 .837 1.389 

Pos. S ize Bias - 3 . 8 6 6 2 .138 1.342 .015 - 1 . 2 2 0 1.988 - . 8 2 6 

t-stat - . 5 9 6 .345 .256 .0035 - . 3 1 4 .316 - . 1 6 6 

Joint Test 16.797 11.854 10.851 13.050 6.459 9 .415 11.997 

s ign, level .0008 .0079 .013 .0045 .091 .024 .0074 

A R ( 1 ) C o e f . o f de- .897 .494 .609 .265 .374 .677 .355 

seasonalized 
condit ional variance 

Note: See Sect ion 1I .C.2 for a descript ion o f the diagnostic tests. 



T A B L E I V 
P A N E L A 

Tempora l Relat ion Between R i s k A n d Return O n The C R S P Value-Weighted Index o f Status on T h e N Y S E , x t : Mod i f i ed 
E G A R C H - M models . Pe r i od : 1951 :4 -1989 :12 

x, = OQ + a,v,_, + o 2 v , _ 1

1 / 2 + e, £, = (1 + X . O C T + X J A N J T J , V , _ , = V a r ^ e , ) 

, = Var = log (^_ , ) / , . , = 1 >f>7,-, > 0 and 0 otherwise 

-1 =
 bo + bxH,_2 + b2r, + g,(^-,/A-2 ) + &(WA -2 

+ 7 

M O D E L 1-L M O D E L 2 - L M O D E L 3 - L M O D E L 4 - L M O D E L 5 - L M O D E L 6 - L M O D E L 7-

aO 1.195 1.199 1.604 1.097 1.536 3.890 0.381 
(xlOO) [2.932] [2.290] [4.176] [2.657] [4.158] [1.231] [0.471] 

a l - 3 . 9 4 7 - 4 . 0 2 2 - 6 . 3 8 7 - 3 . 4 8 6 -6 .119 12.157 0.791 
[ - 1 . 5 3 2 ] [ - 1 . 5 3 7 ] [ - 2 . 4 8 3 ] [ - 1 . 3 0 5 ] [-2.426] [0.707] [0.165] 

a2 - 1 . 3 6 6 
[ - 0 . 9 0 8 ] 

bO - 5 . 5 8 3 - 5 . 5 6 7 - 5 . 7 2 8 - 5 . 0 3 5 - 5 . 1 0 2 - 4 . 4 7 9 - 1 . 0 0 4 
(xlOO) [ - 6 . 4 7 6 ] [ - 6 . 4 7 2 ] [ - 5 . 7 1 9 ] [ - 4 . 5 1 3 ] [ - 4 . 3 9 0 ] [ - 2 . 6 5 4 ] [1.671] 

b l 0 .133 0 .133 0.183 0.235 0.281 0.321 0.861 
[0.999] [0.992] [1.271] [1.3861 [1.701] [1.248] [9.010] 

b2 99 .600 81.002 
[3.624] [3.127] 

g l - 0 . 4 5 6 - 0 . 4 2 7 - 0 . 3 8 3 - 0 . 3 7 8 - 0 . 3 3 8 - 0 . 3 5 5 - 0 . 2 6 9 
[ - 6 . 4 4 8 ] [ - 3 . 5 9 9 ] [ - 5 . 1 9 5 ] [ - 5 . 2 4 9 ] [ - 4 . 8 1 1 ] [ - 3 . 7 3 8 ] [ - 3 . 0 7 7 ] 

&2 - 0 . 0 5 2 0 .286 
[ - 0 . 2 7 4 ] [2.352] 

11 0 .426 0 .349 0.451 
[2.573] [2.392] [2.579] 

12 0.318 0 .299 0 .346 
[2.027] [2.035] [2.017] 

.og L i k e 1262.937 1262.274 1272.081 1270.970 1279.081 1271.538 1255.802 

Note: Robust t-statistics are in brackets. 



T A B L E I V 

P A N E L B 

Diagnost ic Tests 

M o d e l 1-L M o d e l 2 - L M o d e l 3 - L M o d e l 4 - L M o d e l 5 - L M o d e l 6 - L M o d e l 7 - L 

Skewness - . 4 8 4 - . 4 9 1 - . 4 0 0 - . 4 1 6 - . 3 3 7 - . 4 3 6 - . 8 7 4 
t-stat - 4 . 2 4 9 - 4 . 3 0 6 - 3 . 5 0 6 - 3 . 6 5 4 - 2 . 9 5 4 - 3 . 8 2 5 - 7 . 6 6 8 

Kurtos is 1.372 1.409 1.095 .620 .441 .722 4.186 
t-stat 5 .995 6.157 4.786 2 .710 1.925 3.153 18.287 

Signi f . B ias .555 .577 .364 .507 .409 .549 .682 
t-stat 2 .109 2 .180 1.446 2 .183 1.833 2.311 1.913 

N e g . S ize Bias 4.111 3.794 3.244 3 .676 3.575 4 .342 4.804 
t-stat 1.004 .919 .816 1.018 1.011 1.192 .905 

Pos . S ize Bias 7.469 8.257 3.054 5.982 3.449 4 .910 - 4 . 6 3 7 
t-stat 1.535 1.693 .660 1.409 .861 1.103 - . 6 7 8 

Joint Test 4 .632 5 .074 2.139 4 .813 2 .407 5.408 9.515 
s ign , level .201 .166 .544 .186 .333 .144 .023 

A R ( 1 ) C o e f . o f de- .078 .089 .430 .062 .335 .102 .828 
seasonalized 
condit ional variance 

Note: See Sect ion I I .C .2 for a descr ipt ion o f the diagnostic tests. 
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C H A R T 1 
News Impact Curve—Level Models 
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